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Algebras de operadores en espacids’ asociadas a grafos orientados

Resumen

Esta tesis esta dedicada al estudio de representacionepgradores acotados en espa-
ciosLP del algebra de Leavittg de un grafo.

SeanQ un grafo orientado finito por filas 1o su algebra de Leavitt sobre. Para
p € [1, o) consideramos la nocion de representacion espacilay g@r operadores lineales
y acotados en un espadif(X, 1), que generaliza la introducida por N. C. Phillips par ebcas
en queQ es la rosa de pétalos, \Lq el algebra de Leavitty.

Para cada consideramos la completaci6if(Q) deLq bajo la norma

lall ;= sup [lo(a)ll (a€ Lo).
p espacial

Probamos que diq es simple yp es unalP representacion espacial no nulaldgen-
toncesllall, := |lo(a)ll no depende de. En particular sig es simpleOP(Q) = p(Lo) para
cualquier representacion espacial no nula

Probamos que € y F son dos grafos finitos por filas, [yy q distintos, no existe un
morfismo continuo d®®(Q) enO%(F).

Probamos ademas q@¥(Q) es simple si y solo sig lo es. Aqui, und.P algebra de
operadoresA se dice simple si todo morfismo no nulodien otral.” algebra de operadores
es inyectivo. Esta definicion de simplicidad no coincide ode algebras de Banach, pues
podrian existir ideales cerrados que no sean el niclemaeanfismo contractivo entreP
algebras de operadores, al contrario de lo que sucede anetleC*-algebras.

Probamos que existe una biyeccion entre la clase de idghiesariantes erO(Q) y
el conjunto de subconjuntos de veértices hereditarios yradbs deQ. Este resultado es
un analogo a la biyeccion ya conocida entre ideales goitudel algebra de Leavitt y los
subconjuntos de vértices hereditarios y saturados.

ParaQ finito por filas arbitrario, calculamos la-teoria topologica d®P(Q) y probamos
gue coincide con la de I@"-algebra de Cuntz-Krieger dg.

Palabras clave: Grafos orientadost.” algebra de operadores; Representaciones espa-
ciales;Algebra simple; Idea$? invariante; Conjuntos hereditarios y saturadéggoria.



LP operator algebras associated with directed graphs

Abstract

This thesis is devoted to the study of Leavitt path algebpaesentations by bounded
operators on.P spaces.

Let Q be a row finite directed graph amg the associated Leavitt algebra oger

For p € [1, o) we consider a notion of spatial representation of the ltealgebralo on
spaces of the forrbP(X, ). This generalizes the definition introduced by N. C. Pbslifor
the case where the graghis the rose with d petals, ang, is the Leavitt algebré,.

For eachp, we consider the closu@”(Q) of Lq with respect to the norm

lall ;= sup Il(@)ll (a€ Lq).
p spatial

We prove that ifLq is simple ancp is a nonzerd.? spatial representation dfg, then
llall, := llo(a)ll does not depend gn In particular, ifLq is simple, the equalitp”(Q) = p(Lo)
holds for any nonzero spatial representapon

Let Q andF be row finite graphs. We show thatpf g € [1, o) are diferent then there is
no nonzero continuous homomaorphism fra¥(Q) to O9(F).

We also prove thaDP(Q) is simple if and only ifLq is simple. Here arL.P operator
algebraA is called simple if every nonzero contractive homomorphissm A to another
LP operator algebra is injective. This definition of simpljcis not the same as for Banach
algebras, because, unlike what happens @itlalgebras, ahP operator algebra may have a
closed ideal which is not the kernel of any contractive horagehism to anothelcP-operator
algebra.

In addition, we give a bijection between the class of gauyesiant ideals irO”(Q) and
the set of hereditary and saturated subsets of vertic€s dthis result can be viewed as an
analogue of the known bijection between graduated idealseoLeavitt algebra and the set
of hereditary and saturated subsets of vertices.

Finally, for Q a row finite graph, we calculate the topologi&atheory ofOP(Q) and we
prove that it agrees with the-theory of the Cuntz-KriegeC*-algebra ofQ.

Keywords: Directed graphst.? operator algebras; Spatial representations; Simple alge-
bra; Gauge-invariant ideals; Hereditary and saturategj Ketheory.
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Introducci on

Esta tesis estudia uni& algebra de operadores particular, en especial condEioeeesarias
y suficientes de simplicidad y el calculo de sus grupokdeoriaKg y K.

Un grafo dirigido es un objeto que consiste de vérticesstasiorientadas que unen dos
vértices. Los grafos pueden ser representados por opesadobre un espacio de Hilbert
‘H: los vértices son representados por proyecciones sobesgacios cerrados mutuamente
ortogonales, y las aristas por isometrias parciales sotrespacios apropiados. Se llama
algebra de un grafo a [@"-subalgebra de&£(H) generada por dichos operadores.

En 1977, J. Cuntz[9] construye Gi-algebra0y (actualmente conocida como algebra de
Cuntz) generada parisometrias que satisfacen ciertas relaciones y prueba,@nas cosas,
que es simple sil > 2. El algebra de Cuntz también puede ser definida como Issuia,
con respecto a una norma adecuada, del rango de-tepesentacion del algebra de Leavitt
L4 sobre un espacio de Hilbe#. Las algebras de Leavitt fueron introducidas por Leawitt e
[17]; en [18] se demuestra que dichas algebras son simples.

Mas adelante, en 1980, J. Cuntz y W. Kriederi [10] estudiamfamilia deC*-algebras
que coincide con |&€*-algebra de un graf@ (la notamo<*(Q)). En el caso en que el grafo
es aquel que tiene un veérticedyaristas (y notamo® = Ry), el algebra de Cuntz coincide
con laC*-algebra de ese grafo y en particular con el algebra Ckinieger.

En 2006, M. Tomforde [25] da condiciones necesarias y satiegesobre el graf@ para
decidir cuand&*(Q) es simple. Estas condiciones son muy faciles de verifataesl grafo.
Dos afos mas tarde, G. Abrams y G. Aranda Pino [3] constreyanalogo algebraico a la
C-algebraC*(Q), que es el algebra de caminos de Ledvity coincide conLy4 cuando el
grafo esQ = Ry. Su principal resultado es qlig es simple siy solo ST*(Q) es simple.

Por otro lado, laK-teoria asociada a ur@'-algebraA, los grupos abelianokgy(A) y
K1(A), contiene gran informacion acerca de como es el algabna2004, |. Raeburn y W.
Szymahnskil[24] calculan los grup&s(C*(Q)) y K1(C*(Q)) asociados a un grafQ finito por
filas. Y en 2009, P. Ara, M. Brustenga y G. Cortifias [6] cadcylentre otros resultados, la
K-teoria del algebra de Leavltt, paraQ un grafo finito por filas.

Unos afos mas tarde, en 2012 C. Phillips se pregunta cgadaan un contexto distinto

9



10 CONTENTS

al de espacios de Hilbert y contruye ([20]) algebras ageada las Cuntz pero sobre espacios
LP(X, 1) y conp € [1, e), que notaremo@é’. En el caso en qup = 2, vale quad3 = O.
Ademas prueba quedj, d; € {2, 3, ...} son arbitrarios yp; # p, € [1, ), entonces no existe
un morfismo continuo y no nulo ctépl enoy’.

En trabajos que siguieron, I21] v I22] Phl”lpS calculakdeoria y muestra qué} es
simple.

En esta tesis se construye un analogo a las algebras Kriager en un contextb’ y se
extiende el trabajo de Phillips a cualquier grafo finito plasti Estas algebras seran notadas
OP(Q). Mas aln, al igual que en las algebras de Cuntz-Kriegigigenemos condiciones
necesarias y suficientes de simplicidad y se calculan spegabeliano&, y Kj.

ConvencionesEn este trabajo los grafos los asumiremos finitos por filde sgemplos
especificos jp resultados en los que sus hipotesis sean mas partistanmo por ejemplo,
algunos resultados validos para grafos finitos).

Los espacio&P(X, u) que consideramos son c@re [1, o).

Las algebras de Leavitt pueden ser definidas sobre un &iif@ra nosotros el anillo es
simpreR = C.

Desarrollo. Esta tesis se centra en el estudio de representacionesgradopes acotados
en espacio&P del algebra de Leavitt de un grafo finito por filds

El trabajo esta dividido en cuatro capitulos: el Capiflitontiene una breve introduccion
a las algebras de caminos de Leavitt y se presentan lasegpaeiones espaciales que seran
las analogas a las isometrias parciales y proyecciomesdsyadas por Cuntz y Krieger para
definir el algebraC*(Q) en el casd.?. En nuestro caso, para representar el algebra de Leavitt
Lo seran necesarias las representaciones espacialesitittasi por Phillips e [20]. Dare-
mos ademas condiciones de espacialidad.

Los Capitulo$ 2,13 {14 contienen la mayor parte de los redodtariginales de la tesis.
Estos capitulos se dividen en tres partes destacadasnsd&rweccion del algebr@®(Q), su
clasificacion en cuanto a su simplicidad, y el calculo d&gaoria cuandd.q es simple.

Mas precisamente, en el Capitllo 2 se define (Definicifihed.algebrad?(Q) como la
completacion de el algebra de Leavig respecto de la norma

lall = sup lp@)I (aclg). (1)

p espacial

El resultado mas importante de este capitulo es la indkpeia de la espacialidad en la
norma cuando el algebta, es simple (Teorenia 2.2112).

Probamos que dig es simple yp es unalP representacion espacial no nulaldgen-
toncesljall, := llp(a)ll no depende dp. En particular siq es simpleOP(Q) = p(TQ) para
cualquier representacion espacial no nul@demas, probamos (Teorema 213.7) qu® si
F son dos grafos finitos por filas, [yy g son distintos, no existe un morfismo continuo no
nulo deOP(Q) enO%(F).
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En el Capitul@B clasificamos 1&$ algebrag)®(Q) que son simples. Probamos (Teorema
[3.4.2 y Teorema 3.4.3) qu@”(Q) es simple si y solo dig lo es. Aqui, und.? algebra de
operadoresA se dice simple (en el sentido de algebra universal) si tooldismo no nulo de
A en otralL? algebra de operadores es inyectivo. Esta definicion dplisiciad no coincide
con la de algebras de Banach, pues podrian existir ideatesdos que no sean el nlcleo de
un morfismo contractivo entile’ algebras de operadores, al contrario de lo que sucede en el
caso deC*-algebras (ver [12, Theorem 1.5.4]).

Otra parte importante de este capitulo son los ideiésvariantes deP(Q). Probamos
(Teoremd_3.3]7) que existe una biyeccion entre esta clasdedles y el conjunto de sub-
conjuntos de vértices hereditarios y saturados del grafie resultado es un analogo a la
biyeccion ya conocida entre ideales graduados del &g#di_eavitt y los subconjuntos de
vértices hereditarios y saturados probada por Ara y Ar&ida en [3].

Finalmente, en el Capituld 4 calculamoideoria dedP(Q). ParaQ finito por filas arbi-
trario y Lo simple, probamos (Teorerha 4.2.9) qué&laeoria topologica d@P(Q) coincide
con la del algebra de Cuntz-Krieg€t(Q).
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Chapter 1

Algebras de Leavitt

En este capitulo haremos primero una breve introducclas algebras de Leavitt. A contin-
uacion nos concentraremos en las representacionesasgais estas algebras, y probaremos
condiciones necesarias de espacialidad. Dichas repagsamts seran sumamente necesarias
para definir el algebra univers@f(Q), algebra en la que se basan todos los resultados de esta
tesis.

1.1 \erticesy caminos

Comencemos recordando definiciones necesarias para enteredtructura de un grafo.

Definicion 1.1.1 Un grafo dirigidoQ := (Q°, Q% r, s) consiste de dos conjuntod @* (que
llamaremosvérticesy arista3, y funcionesrs: Q' — Q°. Estas funciones representaran lo
gue denominamos dominio y rango de cada arista.

Definimos comdQ?)* al conjunto formado por las aristas de'!@ero miradas en la
direccion opuesta. Lo denotarem@')” := {€" : ec Q}.

Un veértice v tal que 3(v) = 0 decimos que es yppzg mientras que un vértice v tal que

r-1(v) = 0 decimos que es urfaente A los subconjuntos de vértices que son pozos y a los
gue son fuentes los denotamos 8)ky Sourc€Q), respectivamente.

Un grafo Q edinito si los conjuntos ®y Q' son finitos.
Un grafo Q edinito por filassi el conjunto s'(v) es finito para todo & Q°.

Un veértice v se diceegularsi 0 < [s}(v)] < o, y RedQ) denotaréa al conjunto de los
vértices regulares de Q.

13



14 CHAPTER 1. ALGEBRAS DE LEAVITT

Un subgrafo FC Q es unsubgrafo completo d® si para cada vértice regular &
RedF), su preimagen por s sobre F y su preimagen por s sobre Q c@ncasea, $(v) =

S5 (V).

Una arista e es utazosi ge) = r(e).

Un caminoa en un grafo Q es una yuxtaposicion de aristas €, ... €, tal que r(g) =
s(e,q1) paracadai=1,...,n- 1. En este caso(d) = n representa ldongituddea.

Diremos que un camina = e;...€, es cerrado si &) = r(a), donde &) = s(e)) y
r(a) = r(en).

Un camino g. .. e, sera unciclo si s(e;) = r(e,) y &) # s(g;) para todo i+ j.

Un camino infinitoa es una sucesion de aristas= e;...¢g ... tales que (g) = s(e.1)
paratodoi> 1.

Una arista e diremos que es usalidade un camino £...e,, si §€) = s(g) para algin

i=1...,nye¢le,...,e}.

Denotaremos pof al conjunto de caminos finitos, y p#, al conjunto de caminos de
longitud n. Entonce® = UPH.

neNp

Sive Q°y ne Ny, P(n,v) seréa el conjunto de caminastales que(a) = ny r(e) = V.

Definiremos un preorden (o sea, una relacion reflexiva yditara) en @ de la siguiente
manera:

W=V & JaePtalque ga) =Vvyr(a) =w. (1.2)

Un vértice v en un grafo Q efinalsi para todoy que es un camino infinito o es tal que
r(y) es un pozo, existe un vértice w en el camirtal que w< v. Decimos que el grafo Q es
cofinalsi lo son todos los vértices de Q.

1.2 Algebra de caminos

En esta seccion presentaremos al algebra de caminos ditLeaimplemente algebra de
Leavitt, y ejemplificaremos a partir de algunos grafos paldires.

Definicion 1.2.1 Sea Q un grafo. Seaglel algebra de caminos de Leavitt con coeficientes
enC definida como leC-algebra asociativa libre generada por el conjunt8 QQ* U (QY)",
sujeto a las siguientes relaciones:

o W =6,,VYV,V € QO,

e S@e=ere)=eveecQ',
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o r(e)e’ =€e's(e) =€ Vee Q'
o (CK1) €€ = 6ecr(e) V & € € QY

e (CK2)v= Z ed, si s(v) # 0.
{ecQl:s(e)=V)

n
En el algebrd g existe una involucion definida en un elementgl Aiaif5; € Lo (donde
i=1
a;,Bi € Py 4 € C) como

Zn: A — Zn: B
=) =)

Notar que, en particulay; = v para todov € Q°.

Ejemplo 1.2.2 Sea de N U {o}. Consideremos al grafo que de consiste de un veértice vy d
lazos, y notaremos a su algebra de Leavitt asociada gor L
En el caso en que d sea finito el grafo es

€1 €3
C/@ .
Un algebra con menos relaciones que el algebra de Leawt&gebra de Cohn. En el

caso particular en gque tiene cuatro generadores la defirancostinuacion y resultara util
para diferencia®®(Q) de0%Q’) en la Seccioh Z]3.

€d

Definicion 1.2.3 Definiremos el algebra de Cohn,@omo el algebra universal compleja 'y
asociativa generada por;xxy, y1, y» que satisface la relacion;y = ¢;; paratodoij =1, 2.

Definicion 1.2.4 Sean{ey, &, ...} las infinitas aristas que definen al grafo asociado g L
como en el Ejemplo1.2.2 para€d co. Sea¥ : L, — C, el homomorfismo definido por

¥(e) := X,x Y 'P(€) := y1y, paraie N.

Proposicion 1.2.5 ([38) Lemma 1.7]) Sea Q un grafo. Entonces existe una UGiggraduacion
sobre lg determinada por

deqv) =0, dedge) =1y dede) = -1, YWwe Q°, ec Q..

Lema 1.2.6 Sea Q un grafo finito por filas sin pozos, y sean. a,an € Lo. Entonces
existen ne N, un conjunto finito FC #y escalaresl, ; € Cparacadai=1,...m,a € Fy

B € Py, tales que
a= % Aop Vi=1...m

aeF BePy,
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Demostracbn. Cada elementeg; es de la forma
A= dalf
=1

Podemos suponer que todos los camjﬁs’ijd:iaenen la misma longitud para tody para todo
j. En efecto, notemos que si tuvieramos un elemento de laafegh) alpicando la condicion
(CK2) de la Definiciom 1.2]1 en el vértise= r(a) = r(B) resulta que

aB’ = Z ae(Be)

{ecQl:5(8)=V}

entonces en la suma aparecen caminos “estrella” de longitognas que la longitud g
Notemos que este proceso se puede seguir hasta obtenagoetiémeado, ya que no hay
pozos en el grafo.

Sean = n‘ilja)({|(ﬁij)}. Aplicamos el resultado anterior a log)) tales qud(s}) < n el

namero necesario de veces hasta obtener todos lo targotonces en la suma de cagla
podemos suponer que todos los camiﬁ‘psienen longitudn. Para cada llamemosF; al
conjunto de losy; y G; al de losB].

Reagrupando podemos suponer que paraicada

N
& = Z Z Ajgd\f5".

=1 pePn

m
SeaF := U Fi. Por lo tantoa; = Z Z A, saB* siendod, ; = 0 en caso en que ¢ F; 0
i=1 acF BePp

BL¢EG. m

Definicion 1.2.7 Sean Q un grafo finito por filas ydel algebra de caminos de Leavitt
definida en_1.2]1. Para cada& Ny, definimos laC-algebra(Lg)o, como la generada por
los elementoap” tales quey, 8 € P,y r(a) = r(B). La notacion la reduciremos gk cuando
no haya dudas sobre quién es el grafo.

Notamos po(Lg)o (0 simplemented) al conjunto de elementos de gra@prespecto de
la graduacion mencionada en la Proposicd2.5.

Proposicion 1.2.8 ([8| proof of Theorem 5.3]) Sea@aNy. El colimite de{(Lo)on inn+1tner,
es(Lo)o, siendo jn.1 : Lon — Lons1 las inclusiones definidas sobre generadores como

avB' - Z ae(Be)”.

{ecQl:5(8)=V}



1.3. REPRESENTACIONES DELGEBRAS DE LEAVITT SOBRE ESPACIOS DE BANACH?

1.3 Representaciones dalgebras de Leavitt sobre espacios
de Banach

Cada algebra de Leavitt puede ser representada por opesaglo un espacio de Banach.
Mas concretamente, nos van a interesar son las represe@sen los espacios de la forma
LP(X, u), pero en esta seccion daremos resultados mas generetea de esto.

Lema 1.3.1 Sea Q un grafo finito por filas sin pozos. Sea B un algebra LsitareC, y
seany,¥ : Lo — B morfismos tales que para todoee Q' se tiene quep(e) = y(€) y
p(e€) = y(e€). Entonces = .

Demostracbn. Alcanzara con demostrar quey ¢ coinciden sobre los generadores. Si
V €S un vértice, como no es un pozo podemos escribir

go(v):go( > eé}: D eed)= > u(ed) =y

{ecQl:5(e)=V) {ecQl:s(e)=v} {ecQl:s(e)=v}

dado que, por hipotesig(e€) = y(e€) Ve e Q.
Siee Q!, sabemos queee = €, quey(e)p(e) = ¢(r(e)) y lo mismo paras. Luego,

p(€) = ¢(€)p(e€)
= ¢(e)y(e€)
= (e (ey(e)
= ¢(e)p(e)y(E)
= o(r(@)y(e)
= Y(r(e)y(e) = y(e).

Lema 1.3.2 Sea Q un grafo finito sin pozos. Sea B un algebra unital sGbgeseany, ¢ :
Lo — B homomorfismos unitales tales que para toda &' se tiene quep(e) = y(e).
Entoncespy = .

Demostracbn. Vemos que se cumplen las hipotesis del Lemall.3.1y quddarastrado
quey = y. Basta ver que(e€) = y(e€) para todee € Q.
Notar queZgo(eé) = 1, y la misma identidad es verdadera parantonces s¢ € Q'

ecQ?
tenemos que:
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w(e€)p(e€) = y(eee)p(e) = > ylee flp(f7) = ) w(ee)p(f ) = y(ee).
feQ! feQ!

Ademas, se # f son dos aristas distintas, se tiene que

y(e€)p(f ") = y(e€)p(ee)p(f ) = 0.

Resulta de estas dos observaciones que

p(e€) = Zl//(f f*)p(e€) = y(e€)p(e€) = y(e€).
feQ?!

Si E es un espacio de Banach notaremos fi(f) al espacio de operadores lineales
acotados d& enE.

A continuacion definiremos distintos tipos de represeaates de algebras de Leavitt en
E. En el caso particuldry, estas representaciones fueron introducidas por Phehg20].

Definicion 1.3.3 Sea Q un grafo finito por filas. Sean E un espacio de Banach rmynul
p : Lo = L(E) una representacion.

1. Decimos que es contractiva sobre generadorsispara todo ec Q', se tiene que
lo(@Il < 1y llo(e)ll < 1.

2. Decimos que esforward isometricsi p(€) es isométrica para toda arista e.

Lema 1.3.4 (Analogo a [20, Lemma 2.18]) Sean Q un grafo finito por filasrEespacio
de Banach no nuloy : Lo — L(E) una represenatcion. Sea:# {u/}.q0 C £L(E) tal que

u, es inversible ep(v)L(E)p(v) para cada ve Q°. Entonces hay una Unica representacion
pu: Lo — L(E) tal que

pu(€) = Ugep(e), pu(€) =p(eugy Y pulW) =p(v) (Yee Q' ve Q).

Demostracbn. Definiendo la representacion sobre los vértices y lasaarisomo en el
enunciado, solo hay que comprobar las relaciones que @peeeda Definicion 1.211, y esa
prueba es automatica

Definicion 1.3.5 (Analogo a |20, Definition 8.1]) Sean Q un grafo finitogd1, o], (X, B, u)
un espacio de medida-finitayp : Lo — L(LP(X, 1)) una representacion.
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1. Decimos que eslibre si existe una particion X u En, tal que para todo ne Z,
meZ
ee Q! se tiene

PEO(LP(Em ) € LP(Emer. i) Y p(€)LP(Em ) € LP(Emr ). (1.2)

2. Decimos que esaproximadamente librei para todo Ne N, existen n> N y una
n-1

particion X = UEm tales que param=0,...,n— 1y e Q' se cumplé.2, donde
m=0
En = Eo Yy El = En—l-

1.4 Representaciones espaciales tg

Para poder definir el algeb@°(Q), necesitaremos representar a las algebras de Leavitt de
manera espacial. Dividiremos la seccion en dos partesiastas parciales espaciales, nece-
sarias para definir las representaciones espaciales, \ctwores de espacialidad.

1.4.1 Isometiias parciales espaciales

En 1958, J. Lamperti introducé [16] el concepto de “semieigiia(como describiremos
abajo) para una isometria entréespacios.

En 2012, Phillips, basandose en la teoria de semiespazlatie Lamperti, definide las
representaciones espaciales en [20] . Algunas de las defiagcy propiedades necesarias de
ese trabajo son las que daremos a continuacion.

Definicion 1.4.1 SeanB := (B, ',V,A)yC = (C, ’, V, A) doso-algebras de Boole.

(a) Uno-morfismode B enC es un morfismo S 8 — C entre algebras de Boole en el
sentido usual, y ademas para toda eleccion de conjunioB.E. .. € B se tiene que

s(Ve)- Ve
n n=1

=1

(b) Uno-idealen8 es un subconjuntd/ C B que contiene al elemen@ es cerrado por
uniones contables y es tal que paratod&By F € N que satisface B F € N se
cumple que EE N.

() ([20, Lemma 4.14]) SN C 8 es unc-ideal, definimos la relacion de equivalencia
como:
E~F © EaAF:=(EAF)V(E' AF)eN.
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Definicion 1.4.2 Sea(X, B, 1) un espacio de medida. Denotamos p8(X, ) al espacio
vectorial de las funciones medible sobre X a valores comglenodulo las que se anulan en
casi todo punto. Si e 8, denotamos poye a la funcion caracteristica de E, la cual estara
bien definida sobre los elementos d¢X, w).

Ejemplo 1.4.3 [20, Example 4.14] Sea X un conjunto, y $8an o-algebra sobre X. Sea
una medida con dominiB. Entonces,

N) :={E e B: u(E) =0}
es uno-ideal ens.

Notacion 1.4.4 Si (X, B, 1) es un espacio de medida y € B, notamos poiBfg a la o-
algebra de subconjuntos de E que consiste de todos kb®$Ral que FC E, y la lamamos
la restriccion deB.

Definicion 1.4.5

(@) Sean(X,8B,u) y (Y,C,v) espacios de medida. Unsansformacion de espacios de
medida, o sencillamente transformaciode (X, B, u) en (Y,C,v) es uno-morfismo
S:B/Nu) — C/N().

(b) Sean(X,B,u) y (Y,C,v) dos espacios de medidefinita. Un sistema semiespacial
para (X, 8,u) y (Y,C,v) es una cuaterndE, F, S, g) formada por Ee B, F € Cy
S una transformacion de medibles inyectiva(BeB|g, ule) en (E, Colr, vlr) (donde
Co en rango de lar algebra) tal quevians) eso-finita, y g es una funciog-medible
definida sobre F tal quig(y)| = 1 para casitoda & Y.

Decimos qué€E, F, S, g) es unsistema espaciai, ademas, S es biyectiva.

(c) Sean(X,8,u) Yy (Y,C,v) dos espacios de medidafinita y sea pe [1, c]. Una apli-
cacion lineal se L(LP(X, u), LP(Y,v)) es unaisometria parcial semiespackilexiste
un sistema semiespacid, F, S, g) tal que, para tod@& € LP(X, ), se tiene que

dS.(ue) ], )"
(£)(Y) = ay) ([m] (Y)) S.(é)y) yeF

0 y¢F

1/p
como la constante 1.

dS.(ue)
d(V|ran(S))

es la medida de Radon-Nikodym.

Cuando p= « tomamos{

ds*(/JIE)

La medida ——=
V|ran(S))




1.4. REPRESENTACIONES ESPACIALES Dk, 21

(d) Decimos que s es unsometria parcial espacial el sistemdgE, F, S, g) es espacial.
Llamamos a E y a Flominio soportadg rango soportadde s, respectivamente.

Ejemplo 1.4.6 Sea Q un grafo finito por filas con numerables vértices. Qlarsmos los
conjuntos®., que son los conjuntos de caminos que empiezan en una aristg,dos
caminos que empiezan en el vértice u,lg medida discreta.

Seap : Lqg — L(LP(P)) la representacion definida de la siguiente manera:

PM((fo)per) = (fplvper,
PE(fo)per) = (f)epere
PE)N(fo)pere) = (foerper

En particular, como hay numerables caminos, tenemos un@septacion espacial de
Lo sobre el espacio de sucesio8aN).

Notacion 1.4.7 Sea(X, 8B, 1) un espacio de medida, y seafdl, «]. Seam : L(X, u) —
L(LP(X, u)) el morfismo definido por

mx(F)E)(X) := F(X)¢(x)
para f e L(X,u), £ € LP(X, 1) y x € X.

Lema 1.4.8 ([20, Lemma 6.12, (3)]) Si € L(LP(X, u), LP(Y,v)) es una isometria parcial
espacial con sistema espaci#, F, S, 1), entonces existe una Gnica isometria parcial espa-
cial t € L(LP(Y,v), LP(X, 1)) cuyo sistema espacial €5, E, S, (S™).(g)™}). Ademas, syt
satisfacen que ts my(ye) Y st= my(xr).

Definicion 1.4.9 Si s y t son las isometrias parciales espaciales del llatnamos a
tlareversade s.

1.4.2 Condiciones de espacialidad

En [20], Phillips da condiciones necesarias de espacthli@arepresentaciones para el caso
particular del algebra de Leavitt que definimos en el Ejempla 1.2.2. Extenderemos algunas
de estos resultados al caso general de un algebra de Lieavitt

Lema 1.4.10 ([20, Lemma 6.15]) SeafX, B, u) e (Y,C, v) dos espacios de medidafinita.
Sea pe [1, ] y sea se L(LP(X, u), LP(Y,v)) una isometria parcial semiespacial con do-
minio soportado EC X, rango soportado FC Y, y rango der-algebraCy. Entonces son
equivalentes:

(a) sesespacial.
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(b) ran(s) = LP(F, p).
() Co=C .

Definicion 1.4.11 Sean Q un grafo, [E [1, =], (X, B, ) un espacio de medida-finita, y
seap : Lo — L(LP(X, 1)) una representacion.

1. Decimos que esdisjuntasi para cada e Q' existen conjuntos disjuntos X X tales
que rarfp(€)) € LP(Xe, 1)

2. Decimos qug esespaciaki para cada e Q!, los operadoreg(e) y p(€") son isome-
trias parciales espaciales (Definicioh [1.4.5), (5)], cp(e’) la reversa dep(€) en el
sentido de la Definicioh 1.4.9.

Lema 1.4.12 Sea Q un grafo finito sin pozos. Searefdl, «) \ {2}, (X, B, u) un espacio
de medidar-finita, yp : Lo — L(LP(X, 1)) una representacion unital disjunta y forward
iIsometric. Entonces es espacial.

Demostracbn. ComoQ es finito entonce&q tiene unidad. Luego, comprobamos que
definiendoo(€) := p(€) y o(€") a la reversa (en el sentido de la Definicion 1.4.9de),
para cad® € Q', se obtiene una representacion espatialLo — L(LP(X, x)). Por Lema
[1.3.20y p coinciden, y es claro que entongess espacialm

Lema 1.4.13 Sea Q un grafo finito por filas. Seared1, o], (X, B, u) un espacio de medida
o-finita, yp : Lo = L(LP(X, 1)) una representacion espacial. Entonces:

(a) p es contractiva sobre generadores.
(b) p es disjunta.

(c) Para cada es Q" existe un subconjuntg.Xc X tal que rarfp(e)) = LP(Xe, ).

Demostracbn. El item (a) se sigue dée [20, Lemma 6.5(2)] y el item (c) de &dnd.10.
Para probar el item (b), seafa como en (c) para cada arista Supongamos quey f
son dos aristas distintas tales quf¥. N X;) # 0. Entonceg(€")p(f) es una isometria parcial
espacial no nula por 20, Lemma 6.17], con gdrif) = LP(X¢), domp(ex)) = ranfp(e)) =
LP(Xe) y domp(e)p(f)) = LP(S7*(X: N Xe)). El conjunto domg(e)p(f)) es de medida
nula, por la relaciore’f = 0 en la Definicibri_1.2]1, entonces es de medida nula. Luego,
u(Xe N X¢) = 0 lo que contradice lo que estabamos suponiemdo.
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El algebra universalOP(Q)

Diremos queA es unalP-algebra de operadoresi existen ¥, 8, u) un espacio de medida
o-finita y una representacion isométriga A — L(LP(X)). Nos interesara el caso particular
OP(Q) que definiremos a continuacion.

2.1 Definicibn deOP(Q): la completacion delLq

En esta seccion se tratara el caso particular dé4algebra de operadoré¥(Q) conQ un
grafo finito por filas.
Este algebra sera definida para grafos finitos por filas diglaente manera:

Seanp € [1,) y (X, B, u) un espacio de medida-finita. Definimos el algebr&”(Q)
como la completacion del algebra de Lealzgten la norma

llall = suplle(@)ll (ac€ Lg) (2.1)

P

(el supremo es sobre las representaciones espapialed o definidas en la Seccion
[1.4.2).
Notemos por
lall, = llo(@l (2.2)

a cada seminorma consideradalen|(2.1).

Proposicibn 2.1.1
(a) El conjunto
S :={p: Lo — R.o/3 p representacion espacial deyltal que p= || - ||,}

€S no vacio.

23
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(b) (vae Lo) llall = supp(a) < co.
pe

(c) La seminorma definida en el item anterior es una nornd®§Q) := L_Q (completacion
con esa misma norma) es unB-algebra de operadores.

Demostracbn.
Seal un conjunto de subindices tal que

S={lllls : pi espacial Wl - Il # Il - llo; (Vi # )}

Para cadac |, la representaciop, esta representada en un espacio de la farf(%;), o
seap; : Lo — L(LP(X)).

SeanX = u Xi y la representacion espacig 0) o : Lo — L(L°(X))(~ £ (u Lp(Xi)))
i€l i€l

definida porfo- I:: (oiier - |

Veamos qudlal| = ||al| para todaa € Lq. Es claro quéial|, < ||all. Por otro lado,

llall = supllo(2)Il = S_ulpllpi(a)ll
P e
y ademas
llall, = sup  llo(@)éll = supsuplloi(@éill > llei(@)I (Vi € 1).
(E=(&)ierlIE1=1) el I&l=1
Por lo tanto, también vale la otra desigualdad

1l = llal].

Para ver que siall = 0 entoncesa = 0, basta considerar la representacion espacial
inyectiva dada en el Ejemplo 1.4.6.

Comop(v) # 0 para todo vértice, por el Teorema de Unicidad para algebras de Leavitt
[2, Theorem 2.2.15], tenemos gues inyectiva.

Como 0= ||al| = |lo(a)]|, se tiene que(a) = 0y por lo tantca = 0. m

Ejemplo 2.1.2 Cuando p= 2 la L? algebra0?(Q) coincide con la C-algebra del grafo Q,
la C*(Q) (ver [23]).

2.2 Caracterizacbn deOP(Q) cuandoLg es simple

Lo esencial del capitulo es la demostracion de que la noefinida en[(Z]1) se alcanza en
todas las representaciones espaciales no nulas cuaridelaicade Leavitt es simple.
Entonces, la seminorm@_(2.2) no depended&n particular sLq es simpleOP(Q) =
p(TQ) para cualquier representacion espacial no pulgste es el resultado mas importante
de este capitulo.
Primero analizaremos el caso en que el grafo no tiene fuesdtss resultados seran los
pasos previos al caso general.
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2.2.1 Representaciones torcidas por un operador inversiel

Una herramienta importante en este capitulo sera podpraesentar &, de una manera
distinta a partir de un operador inversible £6LP(Y, 1)) y una representacion arbitraria. Esto
es lo que estudiaremos a continuacion y compararemosiamsale estas representaciones.

Lema 2.2.1Sea p> 1. Sean(X,8,u) y (Y,C,v) dos espacios de medidafinita. Sean
o Lo = L(LP(X, 1)) una representacion y @ L(LP(Y, v)) un operador inversible. Entonces
existe una (nica representaciph: Lo — L(LP(X x Y, u x v)) tal que, para todo & Q', se
tiene

p'(e) = p(e) ® u and p'(e") = p(e") @ u™.

Dicha representacion tiene las siguientes propiedades:

(@) Sia € Lg es un elemento homogéneo de grado k (con respectdZagi@duacion
definida en la Proposicitin 1.2.5), entongéér) = p(a) ® U,

(b) Siu esisométrico, g 2y p espacial, entonces' es espacial.
(c) Siexiste Y= UFm una particion tal que (LP(Fy, v)) = LP(Fn.1, v) Ym € Z, entonces
mezZ
o es libre en el sentido de la Definicibn 1.13.5.

Demostracbn. Consideremos, para cada Q°, los elementos inversibles := p(v) ® u
en (V) ® 1)L(LP(X x Y, u x v))(p(V) ® 1) con inversa(v) @ u™, y la representacion®, 1 :
Lo —» L(LP(X x Y, x v)). Podemos aplicar el Lenia 1.B.4 y resulta que existe ui@ln
representacionp(® 1), : Lo = L(LP(X x Y, u x v)) tal que

(e®1u(v) = (pe1)V)

(0®1)u(e) = Usgg(p®1)(©) Y (0 ® Lu(€) = (0 ® 1)(€")ugy.
Por lo tanto, resulta que

(0 ® 1)u(e)

Use (0 ® 1)(€)
(o(s(e)) ® U)(p(e) ® 1)
p(s(e)p(e) ®u

= p(e)®u.

Notemos que, de forma analoga al calculo anterior, tesaque p ® 1),(€") = p(e)) ® u™.
Definimos la representacion coma: := (o ® 1),.
Esclaroquesk =e;...e, € PayB = f1... I, € Py tal quen—m = k, entonces tenemos
quep‘(aB’) = p(aB*) ® u™™. De esto se sigua.
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Probemos el itenb). Por [20, Lemma 6.16], tenemos ques espacial, y aplicando [20,
Lemma 6.20], resulta qu&e) ® u es espacial con reverpée’) ® u™ Ve € Q'. Luego,p” es
espacial.

Considerando la particion

XXY:UXXFm
meZ

es claro que" es libre y por lo tanto queda demostrado el iten @

Observacbn 2.2.2 En el item(b) del Lemd 2.2]1 se usa $ 2 para garantizar que u sea
espacial.

Proposicion 2.2.3 Sea Q un grafo finito. Sean @[1, ), (X, 8, 1) un espacio de medida
o-finita, yp : Lo — L(LP(X 1)) una representacion. Seaa L(¢P(Z)) el operador shift,
(U(X))(m) := x(m - 1) para x € ¢°(Z). Seap" como en el Lema2.2.1. Entonces para todo
a € Lq se tiene quéie”(a)ll > le(a)ll.

Demostracbn. La demostracion es muy técnica y es basicamente la miseaaya el
caso de el algebra de LeaMit§ probado en[[20, Proposition 8.3]. Esencialemente neeesita
mos una graduacion dr, que la tenemos dada por la Proposid¢ion 1.2.5y el Llemal2u21 q
ya lo demostramos antes. Con estas herramientas el argudeta demostracion es igual.
|

2.2.2 Disjuntando el espacio de medida

Para demostrar que en el caso simple la completacion nodee la represenatcion, como
mencionamos antes, seran necesarios resultados predeggemos a continuacion.

En particular el Lema_2.2.4, requiere en gran parte de amtoseelacionados con
propiedades de grafos especificamente. Esto es lo querdifarmayormente de la de-
mostracion de Phillips (ver [20, Lemma 8.5]) en el cagalonde el grafo es conocido.

Lema 2.2.4 Sea Q un grafo finito por filas tal que,les simple. Se@X, 8, 1) un espacio de

medidac-finita cony # 0. Sean{X,},cq0 C X de medida no nula §X}ecqr € X conjuntos

medibles disjuntos tales queﬁ(UX\, y X = U Xe (Vv e Q),y para cada e E! sea
veQP {e:s(e)=V}

Se : (Xr(e)’Blme)’“'Xr(e)) = (Xe, By, i)

una transformacion biyectiva.
Entonces, para todo a Ny y todo ve Q° existen conjuntos Ee B tales queu(E,) # 0,
y tales que para todo camine = «;...an que terminaenv, ¥ m e {0,1,2,...,n} los
siguientes elementos
Sey 0.0 Su,([EM) € BIN(W)

son disjuntos.
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Previo a la demostracion introduciremos algo de notagitiaremos algunas observa-
ciones.

Definicion 2.2.5 Definimos el siguiente orden parcial en el conjunto de casi#o
a > B & dytalques = ay.
Es claro que esta relacion es reflexiva, antisimétricaaysitiva.

Observacbn 2.2.6 Sea X como en el Lerna 2.2.4. Para cada camirdefinimos el conjunto
X, 1= §,(Xy)). Notar queu(X,) # 0 siy solo siu(X)) # 0

Sia > B, entonces XC X, pues % = S,(X,) € Su(Xi(o) = Xo-

Usando la propiedad (CK2) de la Definicion 1.2.1, para toéatice v y todo n, se tiene
que

=[] X
{aePnis(a)=v}

Supongamos que # Sy quea £ B. Si fa) # S(B), Xo N Xz € Xga) N Xgp) = 0.

Si @) = 9(B), existen caminos, 6,6, € P con (y) > 0y 6, # 6, tal quea = Y6, y
B =v6,. Como § es inyectiva, entonces, X X; = S, (X, N Xy,) = S,(0) = 0.

Luego, skr y 8 no son caminos comparables, y resulta qyeXX; = 0.

Demostracbn. (Lema[2.2.4)

Consideremos todos los vértices qugue estan contenidos en al menos un ciclo. Para
cada uno de esos seaa = a, un ciclo basado emy seaB un camino cerrado definido
de la siguiente manera: comienzawmecorre el ciclax hasta la salida, que siempre existe,
saliendo y regresando luego al ciclo finalizando/@or cofinalidad.

Graficamente el camin@seria:

Sy

Definimos el siguiente camino infinito:

v = afaaffaaaBBs. . ..
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Seay; lai-ésima arista para cad& N.
Este camino tiene la propiedad de que:

7 un camino finitqu tal queuu > y. (2.3)

Para probarla, consideremos un caminaSi s(u) # r(u), entoncegiyu = 0. Entonces
podemos asumir qus(u) = S(@) = r(u) = v. Suponiendo quau > v, llegamos a una
contradiccion.

Si u termina ena, entonceg: = a (caso en que es claro que # vy) o es de la forma
u = afea. Comouu = aBeaaBea, se desprenden dos casos de este Ultimo;

Sil(e) = 0, entoncesu = aBaaBa # y. Sil(e) > 0, entonces podemos escribie de la
formae = ap conp € P. Resulta que

pp = afapaafapa
y en particulaBa paaBa > uu, por lo tanto, spu > y por transitividad

afapaaBa =y

que resulta falso.

Similarmente, probaremos queno termina erB. Resulta que, o biep = af, pero
apaB # v, ou = afeB conl(e) > 0. Veamos que este Ultimo caso tampoco es posible. Por
un argumento similar al anterior,gi > y, comoaBeBaf > uu, entonces resultaria que

afeBaf =y

que es absurdo.
Luego, queda probada la afirmacion.
Seam e Ny v e E°. Definimos el conjunto mediblg, € 8 como

EV = X“/l---)’Zn'

Por la Observacion 2.2.6(E,) # 0.
Falta probar que, dados dos caminos distintesr tales que () = r(r) = v, de longitud
ky | respectivamente(l < n), entonces

Sr](Ev) N S.(Ey) = 0.

Supongamos que< ny | = 0. ComoS,(E,) = X,,,..,,, €S suficiente ver que los caminos
nyi1...Y2nY ¥1...Y2n NO SON comparables, por la Observadion 2.2.6. Si epigté” tal que
ny1...YnP = Y1...Yon, €NtONCEF Yy p tienen longitud cero y por tantp= 7 = v, pero eran
distintos por hipotesis.

Supongamos ahora qye; ...yan = y1...ynp para algnp € £, entonces = y;... vk
para 1< k < 2n. Luego,

Y1 YKYL---Yk---Yon =Y1..-YnP
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lo que implica que
V9o e YKYLe - YK =V1--- YK =Y,

pero por[(Z3) esto no puedo suceder.

Seak > 0yl > 0 dos niumeros naturales cualesquiera. Sin pérdida dedliciag,
podemos asumir que< |. Por un argumento de longitud¢ 7. Por la Observacidn 2.2.6 la
Unica posibilidad es que sean caminos comparable, nmas ad-.

Por otra parter = nd. Luego,

Sn(Ev) NS(E) = Sn(Ev N Ss(Ey) =0

puesk, N Ss(E,) = 0 usando el primer caso probado.

Entonces construimos espacios medililggue cumplen la propiedad del enunciado pero
solamente para vértices que estan contenidos en al migriiwsciclo.

Veamos que para el resto de los vértices del grafo basta mmakyjuier espacio medible
de medida no nula en cad@ correspondiente.

Entonces, se&, C X, cualquiera tal que«(E,) # 0 solo para los vértices que no
pertenecen a ningln ciclo. Fijemos uno de estgsveamos que sk y 8 dos caminos
distintos, entonceS, (E,) N Sz(E\) = 0.

Observemos que s{a), r(8) # ventoncesS,(E,) = 0y Ss(E,) = 0.

Por la Observacitin 2.2.6, podemos suponer que los camimososnparables. Supong-
amos sin pérdida de generalidad gue= Bvév. Por lo tantod es un camino cerrado que
empieza y termina em, 0 sea que& pertenece a algin ciclo. Como estabamos suponiendo
quev no pertenecia a ningln ciclo, no existen talesp.

Queda demostrado entonces el lema.

|

2.2.3 Independencia de espacialidad para grafos sin fuergte

En esta seccion probaremos qué gies simple, entoncdgl|, = |lo(a)ll no depende de la
representacion espacjal En particular siLg es simple OP(Q) = p(L(Q)) para cualquier
representacion espacial no nplaEntonces concluiremos que el supremd en (2.1) se alcanza
en cualquier respresentacion espacial no nula.

Es sabido quéq es simple siy solo 9 es cofinal y todos los ciclos tienen salida, ver
([2, Lemma 2.9.6] y([5, Theorem 3.1]). Esta caracterizad& usaremos en los siguiente
capitulos.

Comenzaremos probando un resultado muy técnico y predalarhostracion de la in-
dependecia de las representaciones mencionada arriba.

Proposicion 2.2.7 Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal qugds simple. Sean
(X, B,1) y (Y, C, v) espacios de medida—finita, y pe [1, ©)—{2}. Sego : Lo — L(LP(X, w))
una representacion espacial aproximadamente libre, ygsed o — L(LP(Y,v)) una repre-
sentacion espacial. Entonces para tode &g, resulta quéle(a)ll < lle(a)ll.
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Demostracbn. La demostracion de _[20, Proposition 8.6] se adapta comupiette a
nuestro caso ehg, pero dado su arduo tecnicismo preferimos incluir todosalgsimen-
tos nuevos dentro del contexto general y no darlos de forsiada. Por definicion, los
operadores(€) y p(€) son isometrias parciales espaciafese Q*. Ademas, sus sistemas
espaciales sor{), Ye, Se, 9e) Y (Xi(9> Xe: Re, he) respectivamente, en los cuatgsy R. son
tranformaciones biyectivas entre conjuntos medibles.

Seaa € Lo. Queremos probar quie(a)ll < lle(a)ll. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer qudo(a)l| = 1. Por Lema 1.2]6 existen UMy € Ny y un subconjunto finitd-o € £

tales que
a= Z Z /l(,ﬁ(l’ﬁ*, (/1%3 € C)

aeFq BEPN,

SeaH ¢ Q° definido comoH := {S(a) : @ € Fo}. Elegimos un (nico caming, € Py
para cada vértice € H tal quer(r,) = v. Definimos

Seamb =13, F = {r9ya: @€ FolyN; = mgx{l(a)}. Entonces,
aEerQ
b=ra= Z Z AppnB’.
nek BePn,

Dado quep y ¢ son contractivas sobre generadores resultd|g(tg|| = |lo(z*)|| = 1 por
Lema23.2. Luego, com@ = t*ra = 7*b,

lo@Il = llo(z")p(b)Il
< Ale@)lle()I
= lle(b)l
< lle@lllle@
= oI,

entoncegip(b)ll = llo(a)ll = 1, y analogamentigo(a)ll = [l (b)Il-

Por lo observado antes, sera suficiente probar quédb)|| < |le(b)|.

Seae > 0. Veamos quéie(b)|| > 1 — €.

SiNy = N; = 0, entonce$ es una combinacion lineal de vértices, y por tanto la dedig
dad es inmediata.

En otro casoNy + N; > 0y elegimog € Z.q tal que

r> (No + Nl) (%)p
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Comollp(b)|| = 1, podemos tomat® e LP(X, 1) de norma 1y tal qugp()el, > 1- %

Comop es aproximadamente libre, existdn> (No + N3)r y subconjunto®y, ..., Dy C
X tales que:

N-1

o X = UDm.

m=0

e Paratod® e Ql, conDy :=Dgy D_; := Dy-1, tenemos:

p(€)(LP(Dm, 1)) € LP(Dmi1, 1) Y p(€)(LP(Dm, 1)) € LP(Dm1, ) (O <M< N - 1).
N-1
Escribimost©® = Zg,ﬂ?) coné® e LP(Dyy, ) param=0,...,N - 1.

m=0
Afirmamos que existe un conjunfode N, + N; valores consecutivas tales que

HZ$%<—

Probemos esta afirmacion. Observemos que, como los cosfDptson disjuntos, ten-

emos 0
0 0
e = D nede.
meT p meT

Supongamos que no existe tal conjutoEntonces, en particular, paka= O,...,r — 1
existenny € [K(Ng + Nyp), (k+ 1)(No + N,)) tales que

1 P
o > £
nmm_ZMMNJ.

Por tanto,

1
Op > O)p > ( )
HfH_ZMII NN L

contradiciendo el hecho de qu@‘”llp 1. esto prueba la afirmacion.
Por ciclicidad podemos permutar los indices de los conpibt,, y asumir queT =
{O0,...,No—1,N—Ng,...,N -1}, entonces

N-1

Zf(o) Z O <

m=N-Np 2
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Definimos

£ = 9 No<ms<N-N; -1
m: 0 0<m<Nyg—-1AN-N<m<N-1

N-1
.:Z = (0)_§: O,
é:. mzog g meTg

Luego,||& — &9 < % y por tanto

o] > B - llo(b)(€ - £l > 1 - g ~foi1-e

NI m

Es claro ademas, quig|| < |1€©) = 1.

Por [20, Lemma 2.17] existe una representagitnLqg — L(LP(X x Y, u x v)) dada por
Y(c) :=1® ¢(c), YC € Lg. Mas aln, se cumple qui¢(b)l| = [le(b)Il.

SeanS, y Re las transformaciones biyectivas entre medibles dessranteel Lema 2.214
y que correspondende) y ¢(€) respectivamente, paese E*.

Dado queX = U Xe Y la identificaciobn que hacemos de los conjuntos con sugemes

ecEl?

enB/N(u), tenemos que
D1 = URe(Dm), m=0,....,N-2
ecEl

SeaW = Py, y para cada caming € W definimos el conjunt®, := R,(Do) con
R, =R, 0...0R, paray = y1...y. Entonces,

X = U D,. (2.4)

yeW

Paray € W, definimose, := m(yp ) € L(LP(X, 1)) (siguiendo la Notacionh 1.4.7). Luego,
los elementog, son idempotentes de norma 1y susumaes 1.

Otra manera de pensar al conjulitbes como una uniébn de subconjuntos de caminos en
W que terminan en el mismo vértice. Definimos para cadacearte Q° los conjuntos

W, ={yeW: r(y) =V}

Seav € Q°, aplicando el Lem&a2.2.4 existe un conjul@pc Y conv(E,) # O tal que los
conjuntosk,, := S,(E,) son disjuntos para € W,. Entonces,

e(y)(LP(Ev,v)) = LP(Ey,,v), Vy € W,

Elegimos, para cadac Q°, , € LP(E,, v) tal queljnll, = 1.



2.2. CARACTERIZACON DEOP(Q) CUANDO Lq ES SIMPLE 33

Seau : LP(X,u) — LP(X x Y, u x v) el operador definido por

u@) = > > p0e ) @ e)m, (€ € LP(X ).

veQO yeWy

Afirmamos queau es isométrica.
En efecto, como los conjuntds, son disjuntos, los resultadds (2.4) y[20, Remark 2.7]

muestran quéé||; = leey(g)llg. Por otro lado,
yeW

ranf,) = L°(D,, u) € ranfo(y))

y p(y") es una isometria sobre raff)). En particular, es una isometria sobre la imagen de
e,, y por lo tanto

llo(y+)ey()llp = 118y (&)llp-

Ademas, los elementggy*)e,(£) ® ¢(y)n, estan soportados sobre conjuntos disjuntos
X x Evy Y lle@)mllp = llnvllp = 1, entonces

p

Ul DD, P0e ) ® ey,

veEO yeWy p

D o) IRl mI

veE0 yeWy

D e @lp

yeW

= lill5.

Esto completa la demostracion de ques una isometria.
N0+N1

Ahora, searsy := P\, Y G = U Pm. ComoF < G podemos escribir a

m=Np

b=>">" Aupap’

a€G BePy,

siendod,; = 0 parac € G\ F.
Veamos que para cualquier elemeéte LP(X, 1) soportado en

N-N;-1
U o,

IT\ZNO ’yEPm

y cualquierb € Lg (no necesariamente klusado antes), tenemos que:
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u(p(b))¢ = y(b)u(é). (2.5)
Por linealidad sera suficiente problar (2.5) para L°(D,) cony e Wy No < I(y) <
N —-N; —1.
Seay = ygy1 conyg € Wy, Y 0 < I(y1) < N—-No— N; — 1. Como

& € LP(D,) c ranf(y)) < ranf(yo))

resulta que(yo)o(yp)é = é.
Para tod@ € Pn,, 8 Yo = dg,,, lUEJO

P = > dugp(@p(B (oo (o)

aeG BEPNO

= D eyl
{aeGir(a)=r(yo)}

Comoy = yoy1 Y ¢ € LP(D,), entoncep(yg)é € LP(D,,).
Seax € Gtal quer(a) = r(yg). ComoNg < (@) < Ng+N; y 0 <I(y1)) < N—=Nog—N; -1,

se sigue quély < I(a) +1(y1) < N =1y p(@)o(yg)é € LP(Day,).
Luego,

Up@pe)e) = Do D" plrey (p(@p(s)é) ® ¢y )n (2.6)

veED v eWy
= p((ay1))p(@)p(yo)é ® play)n
= p(1a”ayp)é ® play)m
= p(y")é® play)m

Entoncesio(D)é = ) duyup(y')é ® ¢laya)n.

aeG

Por otro lado,

Y(b)u()

(18 o(B))(0(y")¢ ® e(¥)m) 2.7)
3 dappy)E ® 9(@)e(B )y

aeG BEPNO

D Aared()E ® @(@)e (1)

aeG

Comparandd (2]6) con (2.7), probamos la ecuadion (2.5).
Volviendo a las elecciones dey de b tomadas al principio, que satisfacen las hipotesis
paral2.b), se tiene que

I (b)ullp = llup(b)sllp = llo(b)sllp > 1 — €
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dado que ademases isométrica.
Para completar la demostracion, coféfh, = 1y [[u(€)ll, = 1 entoncege(b)Il = [y (b)I| >
l-e.m

Teorema 2.2.8Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal qug és simple. Sean
(X, B,1) y (Y,C,v) espacios de medida-finita. Searp : Lq - L(LP(X,w))y¢ : Lg —
L(LP(Y,v)) representaciones espaciales. Entonces el mapa definidp(@pr— ¢(€) y
p(€") — ¢(e) V e € Q', se extiende a un isomorfismo isométgichg) — ¢(Lo).

Demostracbn. El resultado a probar es simétrico respectqde de ¢, entonces es
suficiente probar que para tod@ L, ll¢(a)ll < [lo(a)ll. Seau € L(¢P(Z)) el operador shift, y
seap” : Lo — L(LP(Y,v) ® £P(Z)) definido como en el Lenfa2.2.1, entonces la Proposicion
[2.2.3 implica quéie(a)|| < ll¢“(a)ll. Comog" es libre por el LemBZ.2.1(c), es espacial por el
Lema2.2.11(b), lo que por la Proposicion 212.7 implica [ipa)|| < [lo(a)||. m

Usando el Teorerma 2.2.8, es claro el siguiente resultado.

Teorema 2.2.9Sea Q un grafo finito por filas y sin fuentes, tal qugds simple. Entonces,

O°(Q) = p(Lo)

para cualquier representacion espagiadle L. O sea, todas las seminormas {2.2) coinciden.

2.2.4 Independencia de espacialidad: caso general

Extenderemos el Teorerma 2]2.8 al caso en que el grafo egfarifdas teniendo que adaptar
algunos resultados a este contexto y para esto necesitmedroaso sin fuentes probado en
la Subseccioh 2.2.3. _

Si Q es un grafo con fuentes, podemos construir un grafo sindgénhtle manera que
exista una inclusion isométrica en®8(Q) y OP(Q). Esto nos permitira extender el Teorema
[2.2.9 a caulquier grafo finito por filas.

Proposicion 2.2.10 Sea Q un grafo finito por filas. S€el grafo que se obtiene de agregar
una “cola” a cada fuente z de la siguiente forma

93 92 g1
e e, — e, — e, (2.8)

Entonces la inclusion natur@”(Q) — OP(Q) es isométrica.

Demostracbn. Seap : Lo — L(LP(X)) una representacion espacialldg Definimos
el conjuntoY = X U |_| (Xz x N). Notemos que existen, para cad& Ny, isometrias

z fuente
7h 1 LP(X;) = LP(X, x {n}) (donderq es la identidad). Definimos la representacion espacial

0 0P(Q) — L(LP(Y))
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comop sobre el grafd, y sobre los vértices y aristas que agregamos como

pWy) = [dLoex,x(n))»

- . -1
P(On) = Tn10 T, -
Veamos que la inclusiof®(Q) — OP(Q) es isométrica.
Seaa € Lq. Sip es una representacion espacialldg de la misma manera que antes,
podemos construir una representacion espadall g, entonces

@)1 = M@l < llallpeg

y tomando supremo sobre las representaciones espacidlgs de

llallorq) < llallppg)-

De manera analoga, si consideramos una representaciani@sgel s, restringimos
obteniendo una representacion espacialLgey tenemos la otra desigualdad. Luego, las
normas|| - llor) Y Il - llor() coinsiden sobrég y comolLq es denso e@P(Q), las normas
coinciden sobr&”(Q). m

Observacbn 2.2.11 Sea Q un grafo finito por filas @ el grafo que se obtiene de sacarle
las fuentes a Q (Proposicidn 2.2]10). S &s simple, entoncessles simple.

Demostracbn. Abrams y Aranda Pino probaron ([2, Lemma 2.9.6] y [5, Theo8ij))
quelq es simple siy solo si el grafQ es cofinal y todo ciclo tiene salida. Entonces basta
con chequear que esto sucede en el cas® dabiendo que) lo verifica. Notar que la
construccion d€) no agrega pozos ni ciclos nuevos al grafo. En particular ticlo sigue
teniendo salida. Ademas, los caminos infinitos que padigaiegarse a los que ya estaban en
Q son los que comienzan en alguna “cola” y continuan hastaalgmino infinito erQ. De
modo queQ es cofinal.m

Por lo tanto, concluimos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.12Sea Q un grafo finito por filas tal queyles simple. Entonces,
O”(Q) = p(Lq)
para cualquier representacion espagiadle L. O sea, todas las seminormas {2.2) coinciden.

Demostracbn. Seana € Loy p : Lo — £L(L(X)) una representacion espacial ldg
Tenemos que ver quillorg) = lle(a)ll. Como en la Proposicidn 2.2]10 construimmos una
representacion espacial OP(Q) — L(LP(Y)) del algebra de Leavitts del grafo sin fuentes
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Q. Del hecho de que la inclusiad®(Q) — OP(Q) es isométrica (Proposicidn 2.2110) y el
caso sin fuentes aplicadaa(Teorema 2.219 y Observacibn 2.2.11), resulta que

lallore) = llalloeg) = 5@ = llo(@)Il

|

Phillips definioOP(Ly) parad € N U {co} de la misma forma que para el caso finito. En
el Ejempld1.Z.R, el caso particuldr= oo define un grafo que no es finito por filas, por lo
tanto no es un caso particular nuestro. Sin embargo, valésehanTeorema 2.2.12 y fue
demostrado también por Phillips €n [20]. Notemos que codnd oo, el grafo de un vértice
y d aristas es simple (slies finito también es cierto pero es un caso particular de fjrdfo),
entonces vale que:

Ejemplo 2.2.13 (Phillips [20Q]) Sip es una representacion espacial de (definida en[[20]),
entonces

OP(Ls) = p(Leo).

En la siguiente seccibn incluiremos representacioneascips dd_..

2.3 0O"(Q) contra 0%Q")

Concluiremos este capitulo estudiando la relacion esdsecompletaciones del tipb (2.1)
para dos grafos finitos p, g distintos. Mas concretamente, probaremos que no existe un
morfismo continuo de una completacion en la otra.

Veamos primero algunos resultados previos.

Definicion 2.3.1 Sean(X, B, 1) un espacio de medida#,..., 7, € L(LP(X)) isometrias
parciales espaciales con inversas,...,o,. Decimos query,..., 7, son ortogonales si
1o =0yoitj=0Vi # |.

Lema 2.3.2 Sea(X, B, 1) un espacio de medida—finita, y sea pe [1, ). Seanry,..., T,

isometrias parciales espaciales con sus respectiveasas espaciales ortogonale$, vi, Si, g), (i =
n

1,...,n). Sinotamos := Zri, entoncedr|| = 1.
i=1

n
Demostracbn. Seaf € LP(X). Existens € LP(X;) (parai = 1,...,n)y n € LP(X\ UXi)

i=1
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n
tales que = Zfi +n. SeaB c L(LP(X)) la bola cerrada de radio 1. Entonces,
i=1

sup|ir(©)Il
=1

17l
1

sup (Znn(fi)np)p

& e B\'iza
sup ||§i||'°)p
e B(;

sup|iéll = 1
lgl=1

Definicion 2.3.3 Sea Q un grafo con al menos un ciclo. Sea C el subconjuntortieeg
que pertenecen, por lo menos, a un ciclo de Q. Sé&2 — Lq el morfismo definido a partir
de generadores por

() = D aw W)= Y By Y ily) = ((x))" (i = 1,2)

veC veC

dondea, y B, son los ciclos basados en v, definidos en el Liemal2.2.4.

Lema 2.3.4 Sean pe [1, =) \ {2}, (X, B, 1) un espacio de medida-finitay Q un grafo con

almenos un ciclo. Sea#i: L., —» C,yt: C; — Lg los morfismos de la Definicign 1.2.4 y de
la Definicion[Z.3:B. Supongamos que Lo — L(LP(X, 1)) es una representacion espacial,
entonces la composicigrowo¥ @ L, — L(LP(X, 1)) es también una representacion espacial.

Demostracbn. Tenemos que probar gpe:o¥(e) y poro¥(€7) son isometrias parciales
espaciales para tod& N. Por definicion,

poro¥(e) = Zp(ﬁv)ip(av)

veC

poroW(e) = > (p(ay)p(B))
veC
para todad € N. _ _ _
Comop es espacial y&,,)*(B,,aw) = 0 parav # w, entoncep(B,a,) €s una isometria
espacial.
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SeaF = LIXeV SeaF; = u Xsiays €l rango de(B.) () es LP(Xs,.,) ¥ €l rango de

veC veC
poto¥(e)esLP(F) c LP(F).
Ademasp oo '¥(g) es isomeétrico. Seh e L(LP(X, 1)), entonces existe un Gnico veértice
vtal quep ot o ¥(e)(f) = p(Bv)' p(av)(f).
Comop(By)'p(ay) s una composicion de isometrias parciales, resulta que

llp oo ¥(e)(F)Il = IIfll.

Por [20, Lemma 6.16] y el LeniaZ.32¢ 1 o ¥(g) es una isometria espacial en el sentido
de la Definicion 1.4]5, y tiene dominio (sopordy rango (soportefr.

Analogamentep o ¢ o P(€") resulta una isometria espacial.

|

Teorema 2.3.5Sean pq € [1,00) y p # 2, Q un grafo con al menos un ciclogy: Lo —
L(¢P(N)) una representacion espacial. Supongamos que existe uismorcontinuo no nulo
dep(Lg) a L(¢9(N)), entonces p= q.

Demostracbn. Supongamos que: p(Lg) — L(£9(N)) es un morfismo continuo. Como
p es espacial, la composicipr o ¥ (en Lema 2.314) es espacial por Lema 2.3.4. Definimos
B = (poto¥)(L.). Entonces aplicando el resultado [[20, Lemma 9.1j.a existe un
isomorfismo entréP(N) y un subespacio d€(N). Es un resultado clasico que un subespacio
de dimension infinita dé%(N) es isomorfo &%(N), entonces en este caso particulyiN) ~
¢9(N) [19, Seccion 2.a]y porlotantp=0. =

Corolario 2.3.6 Sean pq € [1, ) distintos y p# 2. Sean Q y Qdos grafos finitos, sea :
Lo — L(¢P(N)) una representacion espacial, y sea Lo — L(¢%(N)) una representacion
arbitraria. Entonces, no existe un morfismo continuo no migp(Lg) en¢(Ly ).

Demostracbn. Sean¥ y ¢ los morfismos del Lema 2.3.4, los cuales inducen un mor-
fismo entre las completaciones de las algebras de Leavi#t : L, — Lo. Ademas, la
representaciog induce un morfism@ : Lo — £L(19(N)). Supongamos que existe un mor-
fismo continuo y no nul@ : p(Lg) — ¢(Lo), entonces tendriamos un morfismo continuo no
nulogogoro ¥ : L, — L(I%N)). Pero ademas, la composicionio¥ : L, — L(IP(IN)) es
una representacion espacial por Léma 2.3.4, y[por [20, L&fid]lP(N) es isomorfa como
espacios de Banach a un subespacid(@8. Igual que en la demostracion del Teoréma 2.3.5
resultaquep=0. =

En la Seccion 2]2 vimos que°(Q) = p(Lg) para toda representacion espagialLq —
LP(X, ).

Dadasp : Lo — L(£P(N)) una representacion espacial (ver Ejeniplo 1.4.6):\.o —
L(¢%(N)) una representacion arbitraria, por Corolario 2.3.6 xiste un morfismo continuo
deOP(Q) = p(Lo) eng(Ly) = OU(Q).
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Podemos resumir este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.7Sean pq € [1, o) distintos, p# 2,y Q y Q dos grafos finitos por filasy Q
numerable, tales que Q tiene por lo menos un ciclo y sus édgate Leavitt asociadas oy
Lo, son simples. Entonces no existe un morfismo contind’@@) enO0%(Q’).



Chapter 3

Clasificacion de lasalgebrasOP(Q)
simples

Las algebras de Leavitt simples fueron clasificadas poadry Aranda Pino en[[5] para
grafos finitos por filas. En este capitulo clasificaremosplasyebrasOP(Q) simples (en el
contexto de_? algebras de operadores).

El resultado mas importante de este capitulo sera gakgebrfaOP(Q) es simple (como
algebra universal) si y solo si su algebra de Leavitt istad [0 es.

Por otro lado, es conocido que los idealed gdeestan en biyeccion con los subconjuntos
de vértices hereditarios y saturados.

Veremos que e®P(Q) esos subconjuntos de vértices estan en biyeccion coiddales
St-invariante.

3.1 LaaccbndeS?! sobreOP(Q)

El grupo St actua continuamente sob@®(Q) de forma Gnica. Probaremos esto y también
que tiene una funcion d@"(Q) enOP(Q) asociada que sera una herramienta importante en
la demostracion de los teoremas de unicidad que clasifidas algebra®”(Q) simples.

Definicion 3.1.1 Sear la accion deS* sobre el algebra de Leavittd definida para cada
ze St como

,: Lo — Lo
V — V
e — ze
e — zl

N
[N
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Proposicion 3.1.2 Sea Q un grafo finito. Entonces existe una (nica acgi@e S* sobre
OP(Q) tal que z— 7, es continuay,(€) = ze para todo & Q, yy,(v) = v para todo ve Q°.

Demostracbn. Seay la accion des* sobrel o definida sobre los generadores como en la
Proposicion 3.1]2.

Veamos que, es isometrica para todoe S'. Seaa € Loy z € S*. Definimos y notamos
porllal, = llo(a)ll como en[(2.R) a la seminorma asociada a cada representsgaciap de
Lo.

Observemos que componer una representacion espacig) esrespacial. Por lo tanto,

lall := sup llal, = sup llyA&)llpey, < llyAA)ll-
p espacial p espacial
Por otro lado,
ly(a)ll = sup lly2@ll, = sup llally,, <llall
p espacial p espacial

Luego, queda demostrado que(a)|| = |lall.

Ademas, podemos extender esta accion de manera contod@ el espaci®®(Q). Sean
ze St ac OP(Q)y e > 0. Comojz—w| = |W_1Z_ 1y llyz(a) = yw(@)Il = llyw(ywA(a) = a)ll =
Ivw-12(8) — al| para todow € S, sin pérdida de generalidad, podemos asumingeel. Sea
b e Lo tal quella— bl < % entonces

llv2(2) — all < lly(a) — yAb)Il + lly(b) - bil + |Ib— &l < % + |lyz(b) - bll.

Por la graduacion deg dada en la Proposicién 1.2.5, existgg& r € Z andb, € (Lo)n
r

(la componente de gradodeLg) paran =q, ..., I, tales québ = Z bn.
n=q
. Entonces se tiene

Ademas, existé > 0 tal que siz- 1| < 6 entoncesz” - 1| < —

3> Ilbil
i=q

r r €
Iya(0) = bll = 113 (2" = Donll < 3 12"~ Lol < 5.

n=q n=q

que,

Teorema 3.1.3Sea Q un grafo finito por filas. Seda accion de la Definicion 3.1.1 dg*
sobre lg. Supongamos qug : Lo — OP(Q) es un morfismo tal que(v) # O para todo
ve Q% y¢or,=7,0¢paratodo ze §*, entonces es inyectiva.



3.1. LA ACCION DES* SOBREOP(Q) 43

Demostracbn. Seal = Ker(p). Sia € |, entoncess(r,(a)) = o,(¢(a)) = 0y 7,(a) €
| Vz e St Luego,l es invariante por la accion de Por [1, Proposition 1.4, (2)] resulta
ser un ideal graduado. Notemos que en la proposicion gaeestcitando la accion es con
dominio un cuerpo infinito salvo el *, lo que es esencial para mostrar que si m(e N)
entonces existee K* tal quet” # t™. Esto es un hecho &, y el resto de la demostracion
se seguiria igual.

Entonces podemos afirmar ques un ideal graduado deg), y por [2, Proposition 2.4.9]
| esta generado por el subconjunto de vértioeQC®. Entoncesp(v) # 0 para todos € Q° y
esto contradice la hipotesia

Corolario 3.1.4 El morfismo natural : Lo — OP(Q) es inyectivo.

Definicion 3.1.5 Seay la accion definida en la Proposicidn 3.1.2. Para cada @, defini-
mos a la funciorb, : OP(Q) — OP(Q) como

1 (™
Dy(a) := > fo ey (a) do.

Lema3.1.6 Sean nme Zy B, := {b € O(Q) : y,(b) = Z'b ¥(z € S$1)}. Entonces:
(a) Parace B,y be O°(Q),

Dr(bC) = Prn(D)C Yy Pr(ch) = cPmn(b).

(b) Paraa,pB € P,
[0 @) #1@B)+n
‘D“(“ﬁ)‘{ of (@) =1(8)+n -

Demostracion.La demostracion es clara usando la Definicion 3.1.5 y uruargnto de
continuidad. m

Proposicion 3.1.7 Consideremos el conjunto,B la funcion®, introducidos en el Lema
[3.1.6, entonces:

(@) Im(®,) € By
(b) ®n, =idg,. Mas aln, B = Im(dy) por (a).
(©) Pl =1

(d) B, = (Lo)n, completando la parte de grado n respecto de la normaeg(@L1).
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Demostracbn. Es facil ver quey,(®,(b)) = Z'®,(b) sib € OP(Q), y esto pruebad).

Comoyge es una isometria por la Proposiclon 3.1.2, entofidg < 1. Por el itemf),
se tiene qud,|| = 1.

Probemos el itend). Es claro que todo elemenibos m gue se aproxima por elemen-
tos en [o)n, por un argumento de continuidad, verifica gu) = z'b. Entonced € B.

Seab € B,. Entonces, dade > 0, existea = (an)m € Lo (conan € (Lo)m) tal que
lb - al| < e. Pero esto implica, pob} y Lemal3.1.6(b), que existe tal que

Ib—anll = [|[n(b - 3)ll < €.
Luego,b e (Lg)n. m

Lema 3.1.8 Seayp € (OP(Q))’ (el espacio dual usual). Entonces,

21
@) = 5 [ ™ etveta)

paratodo ne Zy ae OP(Q).
Demostracbn. La funcione ™ p(yqs(a)) es Bochner integrable (vér[13,§R, Definition
1]) por [13, Il § 2, Theorem 2]. En efecto,

1 1
Zf e yeo ()| dO = Zf llall d6 = |lal| < oo.
0 0

Luego, usando el resultado de[13§R, Theorem 6] completamos la pruetss.

Corolario 3.1.9 Sea ac OP(Q). Supongamos que,(a) = 0 Vn € Z (®, es la definida en
Definicion3.1.5). EntoncesaO0.

Demostracbn. Sera suficiente probar quga) = 0 V¢ € (OP(Q))’. LlamamosC, al
n-ésimo coeficiente de Fourier de la funcion&teen C definida porz — ¢ o y,(a), dondey
es la accion definida en la Proposicion 3.1.2.

Como®,(a) = 0 (Vn € Z), p(Pn(a)) = 0 (Vn € Z), entonceL, = 0, (Vn € Z). Luego,
@ oy, @) =0 (Vze S por [26, Theorem 12.16], y en particularzst 1 ¢(a@) = 0. m

3.2 Teoremas de unicidad

En 1980 Cuntz y Krieger/([10]) prueban un teorema de unicjdddTheorem 2.4], en donde
un morfismo entre |&£"-algebra de un grafo finito por filads y unaC*-algebra asociada a
unaE-familia Cuntz-Krieger (ver |23, Chapter 1]) que ho mandaveértices a cero, es nece-
sariamente un isomorfismo @-algebras. Extenderemos este resultado a nuestro context
LP. Los lemas que necesitaremos previamente seran probadg g 2, caso contrario el
resultado de unicidad es el menionado anteriormente(iagégebras.
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Definicion 3.2.1 Sean @, Q,, . . . grafos. Definimos el grafH Q; como el que tiene vértices
ieN
y aristas )

0 1
(U Qi] =]y [U Qi] =]]Q"
ieN ieN ieN ieN
Entonces,
LuieNQi = |_Q1 L LQ2 Ll....
Ejemplo 3.2.2 Sea A el grafo con d vértices y € 1 aristas

€ € € €d-1
e T Oy, T Oy, —> L T 8y,

Por [2, Proposition 1.3.4] el algebra de matrices dexdd es isomorfa al algebra de
Leavitt de este grafo. O sea,gM La,.
Sean d,d,, ... € N. En particular, usando la Definicidn 3.2.1, se tiene que

@ Mdi = Ll—'ieNAdi'

ieN
Notacion 3.2.3 Notaremos I\@ = L(I°({1,2,...,d})) con la norma usual de operadores.
Algebraicamente estamos identificand§ 6bn la matrices complejas Mile dx d.

Nos interesa probar que ki es simple, entonced”(Q) también (en el sentido de la
Definicion[3.4.1).
A continuacion presentaremos algunos resultados preigogendo la Notacioh 3.2.3

n
Lema3.24Seand,...,d, e Ny pe [1l,0)\{2}. Sip: EBMdi — L(LP(X,u)) es una
i=1

n

representacion unital y contractiva como mapa@@Mé’i en L(LP(X, 1)), entoncep es
i=1

espacial.

Demostracbn. Sea& e St. SeaE‘j,k la matriz canonic&;, de tamafal x d;. Para cada

n
i =1,...,ndefinimos el elementh;(¢) € 6}Mdk en el lugal como
k=1

1 e
(ti () = €+ Z E, i=|
j#k=1
i #1
i=1"

1
- — . -1._
NOtar qua|tl,1(§)|| - 1 y que (I,J(f))l - { (tij(f_l))l
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Comop es contractivap(tij(¢)) es una isometria biyectivai( j,¢), y por [20, Lemma
6.16] es espacial entonces le corresponde un sistemaaspa, Si;(¢), g (£)).

Como Sjj(1) = Idg, por [20, Lemma 6.22] se sigue q&;(-1) = Idg. Ademas,
o(tij(-=1)) = m(gij(-1)) (la multiplicacion poug;; (-1),[1.4.7).

Como ,
1-t;(-1) B E'jj | =i
2 ;L0 T#i

n di di
existe una particion de conjuntos medibles: U U Xij. Notemos; := U Xij.-
=1

i=1 j=1
, 1-m(gii(-1
Luego,p(E};) = M es espaciali, j y por lo tanto, por([20, Theorem 7.2,
(1) © O pp, : Mg — L(LP(X)) es espacial para todo

Por lo tantop es espacialm
n
Lema3.25Sean d,...,d, € Ny p e [1,00)\ {2}). Sip : EBMdi — L(LP(X, ) es
i=1

n

una representacion unital, inyectiva y contractiva comapin deEBMC';’i en L(LP(X, ),
i=1

entonceg es espacial e isométrica.

n
Demostracbn. Por Lemd 3.Z}4 probamos que podemos escripircamop = @pi
i=1
dondep; : Mg’i — L(LP(X;)) son representaciones unitales y contractivas.
Por [20, (4)= (3), Theorem 7.2], las representaciopeson isométricas, y por lo tanto
p también lo es.
|

n
Lema3.2.6Seand,...,d, e Ny pe [1,00)\{2}. Sip: @Mé’ — L(LP(X,u)) es una
i=1

representacion contractiva e inyectiva, entong@&s isométrica y espacial.

Demostracbn. Consideremos el idempoterge:= p(1). Entonces podemos descom-
poner aLP(X) como una suma directa

LP(X) = Im(e) & Ker(e).

n
SeaR = @ Mé’ Entonces,

i=1

Im(e) = p(1)(LP(X)) € p(RILP(X) = p(1)p(RILP(X) € p(1)LP(X) < Im(e).
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Analogamente a la demostracion del Ldma 3.2.5 constmgteamentos

1ij(€) = p(¥i;€) ® idker € P(RILP(X) @ Ker(e)

Comop es contractivalt;; ()| < 1.
Ademas,ti‘jl(g) = (&) entonceg;;(£) es unitaria. Com@ # 2, es espacial. Luego,
por [20, Lemma 6.22], existe una funcign tal queg;;(-1)* = 1 y t;;(-1) = m(g;;(-1)) (la
multiplicacion porg;;(-1),[1.4.7).
1-tj(-1)  1-m(g;(-1)) y 1-gjj

Entoncesp(E};) = = xv,; dondeY; = {x/g;;(x) =

-1} LUEQO,p(Ei”) es espacial, entoncpeE‘pq) espacial paratodp,q,i=1,...,nyluegop
es espacial.

Notar que losyj; son disjuntos y qu¥ = U Yij, entonces
i

e=p(1)= > p(E}) = ) xe, =xv.
L i.]

Luego, Img) = LP(Y) y la correstriccion de a LP(Y) es unital, contractiva e inyectiva,
entonces es isométrica y por lo tapttambién lo es.m

Lema 3.2.7 Seap @Mé’ — L(LP(X, u)) una representacion contractiva e inyectiva.

i=1
Entonce$ es espacial e isométrica.

Demostracbn. Seaa := (& )iy € @M"l entonces existe € N tan quea; = 0 Vi > n.
i=1

n
Restringiend® a @ Mé’i, obtenemos una representacion contractiva e inyectiva
i=1

n
Pt P MG - LLP(X)
i=1
que resulta ser isométrica y espacial por LEmaB.2.6. Eaton

llo@)Il = llon(@)I = Ilall

como queriamos probam

Notacion 3.2.8 DefinimosOP(Q)o := (Lo)o (clausurando respecto de la norma de la Definicion
2.7).
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Proposicion 3.2.9 Sea Q un grafo finito sin fuentes ni pozos y tal que todo ciclgaealida.
SeaB C L(LP(X, 1)) un algebra de Banach con una accint S* — Aut(8) tal queg, :
B - B(Vze St yVb e Bz B,(b) resultan continuas. Sea:fOP(Q) — B un morfismo
unital contractivo tal que fv) # 0 (Vv e Q°)y

Bzo f(a) = f oy,(a) (Ya e OP(Q)). (3.1)

Entonces f es inyectiva.

Demostracbn. Como primer paso veamos qidies inyectiva sobré”(Q),. Comof es
contractiva,fbp(@On es contractiva para todoe N, y afirmamos que es isométrica para todo
ne N. En efecto, seane Ny d; := |P(n,v)|coni =1,...,ry Q% = {vy,...,Vv}.

Observemos que el hecho de qig) # 0 para todor € Q° implica quef es inyectiva
sobrely,, y en particular sobre la parte de grado 0.

]
Por lo tanto, por el Lema 3.2.6, la restriccionfdsobrelq, = @Mé’ es isomeétrica para

todon > 0. Si ahora tomamos colimite y completamos el aléélarad‘ resulta isométrica
sobreOP(Q)o.

Seaa € Ker(f). Para ver quea = 0, por Corolarid_3.1]9, sera suficiente probar que
®,(a) =0 (Yn e 2).

Asumamos primero que < Ker(f) N OP(Q), (para algim € Z).

El morfismo f es isométrico sobr&”(Q), entonces es inyectivo. Por lo tanto, el caso
n = 0 es evidente.

Veamos ahora lo que sucede c¢o# 0.

ComoQ no tiene fuentes, para casiae Q° existe una arista, € Q' tal quer(e,) = V.
Definimos los elementos

t, = Z e, (de grado 1)

veQP
y
t. = Z €, (de grado -1)
veQP
Notemos que se cumple
tt, =1

Sin > 0, at” € Ker(f) n OP(Q)o = {0}, entoncest” = 0. Multiplicando a derecha pdf,
tenemos qua = 0.

Analogamente, en el caso< 0, consideremos el elemerttta € Ker(f) N OP(Q)o = {0};
multiplicandolo a izquierda pdf obtenemos el mismo resultado.
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Si ahora consideramos un elemeate Ker(f) cualquiera, por(3]1)
fody(a)=d,0f(@=0

y eso implicaria que,(a) € Ker(f) n OP(Q).
Entoncesb,(a) es un elemento de gradgwanulado porf. Estamos entonces en el caso
anterior, y por lo tant@,(a) = 0 para todm € N que era lo que queriamos probar.

Teorema 3.2.10Sea Q un grafo finito sin pozos ni fuentes tal qugels simple. Sea :
OP(Q) — L(LP(X, u)) una representacion no nula, entoneess inyectiva.

Demostracbn. Usando un argumento similar al de [23, Proposition 4.2]mesprimero
quern(v) # 0 para todo vertice. Supongamos que(v) = 0 Vv e Q°. Siee Q!

n(e) = n(e€e) = n(e)n(r(e)) =0,

entonces es nula sobrég y comoLq es denso ed”(Q), = = 0. Por lo tanto, existe € Q°
tal quern(v) # 0.

Por otro lado, sea € Q° y veamos quer(w) # 0. Comov no es un pozo, por (CK2)
de la Definitior 1.ZJ1 existe € Q' tal ques(e) = vy n(e€) # 0. Comoe = e€'e, entonces
n(e) # 0. Ademas, coma(e) no es un pozoz(r(e)) # 0. Aplicamos el procedimiento
anterior obteniendo un caminoe P tal ques(a) = vy tal quen(z) # O para todo vértice
del caminoa. Por cofinalidad, existg € # tal ques(8) = wy termina en un vértice de,
entoncesi(w) # 0 ya quenss” = 8" # 0.

Probemos la siguiente desigualdad para @da®(Q),

Ir(@n@))I < lIx(@I (N € Z).

Por un argumento de continuidad podemos suponeaq:ueZ Ayypv® conF un con-

(u,v)eF
junto de finitos pares de camings ¢) tales que (u) = r(v).

El mismo argumento que en la demostracion de la Proposiih9, muestra quees una
isometria sobréP(Q),. Consideremos, y t_ elementos ew’(Q); y OP(Q)_; respectiva-
mente, como definimos en Proposicion 3.2.9. Mostraremeditqli= 1 y analogamente re-
sultara qudit_|| = 1. Searp una representacion espacial no nuka (¢,)veqe € @ LP(X,),

veQO
entonces

IoE)OI” = > 1@ ENM ey = 2, WP = [IEIP. (3.2)

veQO veQ?

Luego,|lp(ty)ll = 1 y tomando supremo sobre todas las representacipoeediene que
It = 1.
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Sean > 0. Observemos que, conjit ||, ||t_|| < 1,
[@n(@)] = [[Pa(@)t 1] < (|On()2]] < [[Pn(@),
y analogamente,
Im(@n(@)Il = I7(Pa(@2DI < I7(Pa(@)I] < [lm(Dn())II-
Como®,(a)t” € OP(Q)o y 7 es una isometria sob@(Q),, resulta que

[l (@n(@)Il = [la(Pn(@)2)I] = [[Pn(@)E2]] = [[Pn()II- (3-3)

De la misma forma, i < 0 se tiene qué ®@,(a) € OP(Q)o, entonces

I (@n(@)I = lIr(t2tIPn(@)I = It Pr(@)I = 2 Pn(@)] = IPn()I] (3.4)

Entonces, siguiendo la misma demostracion de [23, The@rdjrpero en nuestro caso,
se tiene qu§i@,(a)|l < |Ix(@)ll, (n € Z) para todaa € OP(Q).
Concluimos quer es inyectiva, por Corolario 3.1.8,=0. m

Teorema 3.2.11Sea Q un grafo finito por filas tal quegles simple. Sea : O°(Q) —
L(LP(X, 1)) una representacion contractiva y no nula, entonces inyectiva.

Demostracbn. Probemos que podemos suponer Quao tiene pozos ni fuentes. En
efecto, sed)* el grafoQ de manera tal que a cada pozde agregamos un camino infinito
de laforma

f1 fa f3
o e ey, B (3.5)

y a cada fuente le agregamos un camino infinito de la forma

93 92 g1
e e, — e, — e, (3.6)

SeaY = X U u Xw xN) u (X; x N). Notemos que existen, para catla Ny,
W pozo z fuente
isometriad, : LP(X,) = LP(Xy x {n}) y 71 : LP(X;) — LP(X; x {n}) (donded, y 7o son las
identidades). Definimos la representacion

71 0M(Q") = L(LA(Y))
comor sobre el grafd, y sobre los vértices y aristas que agregamos como

(Vn) = ldipxexiny Y T(Wh) := 1diogxxqny)s
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A(fn) =606l Y T(Gn) = Tnea o T,

Observemos que la inclusi@?(Q) — OP(Q*) es isométrica.
Seaa € Lq.
Entonces

(@I = lIm(@)ll < llallorqr)

y tomando supremo sobre las representaciones espacidlgs de

llallorq) < llallor@+)-

De manera analoga, si consideramos una representacianiasgel -, restringimos
obteniendo una representacion espacialLgey tenemos la otra desigualdad. Luego, las
normas|| - lloriq) Y Il - llora+) coinciden sobré.q y comoLq es denso e®P(Q), las normas
coinciden sobr@®(Q).

Como la inclusioroP(Q) — OP(Q") es isométrica, para ver guees inyectiva bastara
probar quér es inyectiva.

ComoQ* es un grafo finito por filas y no tiene ni pozos ni fuentes la de&mgion sera
similar, con algunas modificaciones, a la del caso finito dreetema 3.2.10.

El grafo Q" no es siempre cofinal, por lo tanto no va a ser automaticoaichde que
7(v) £ 0 (Yv € (Q")°. Suponiendo que e® hay por lo menos algiin pozo o alguna fuente
(caso contrario es trivial), empecemos notando que e @art los vértices erg)()° \ Q°.

Seav € Q°. Considero los elementas y f; de [3.5), en caso de existir previamente un
pozow. Notar quer(w) # 0. Si no,

w(va) = w(fy f1) = 7(f))x(wW)z(fa) = 0

pero comov; € (QM)°\ Q° es absurdo.

Por otro ladow no es una fuente, luego exise= Q' tal quer(e) = wy que ademas
verifica quer(e) # 0. ComoQ es cofinal existe un camig®que comienza emy termina en
e. Luego, la demostracion se sigue igual que en el el Teore?nalB

En caso de existir una fuenteconsideramos, y g; de (3.6). Com®;0: = z, 7(2) # 0.
Comoz no es un pozo entonces existe Q' tal ques(e) = z que ademas cumplge) # 0.
Se sigue igual que el caso anterior.

Por lo tantar(v) # 0 para todos € (Q*)°.

Siguiendo los pasos del Teorema 3.2.10, veamos que para tod3(Q"),

Ir(@n@))I < lIx(@I (N € Z).

Consideremos los elementas = Z eytr= Z €, paraF un sunconjunto finito de

veF veF

vértices, similares a los definidos en la ProposiCiords.2.
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Por un argumento de continuidad podemos suponeaqtlez A, conF el con-

(u,v)eF
junto de finitos pares de camings ¢) tales que (u) =r(v) y 4., # 0.

El mismo argumento que en la demostracion de la Propo&tid8, pero ahora usando
el Lemd3.2.]7 (dado que puede haber infinitos vértices)strauquéer es una isometria sobre
OP(Q%)o. Comollt, ¢]l = |It_¢ll = 1 (al igual que en TeorenaZB10), sin > 0 elijo F ¢ (Q*)°
finito tal que®,(a)t_rt, r = ®y(a) y se sigue la misma cuenta que enj(3.3). De la misma
forma sin < 0 se siguel(314).

El resto de la demostracion es igual que en el Teofema By2chcluimos queér es
inyectiva. m

3.3 IdealesS*-invariantes / Conjuntos hereditarios y satu-
rados

Presentaremos la biyeccion que existe entre subconjdateartices hereditarios y saturados
y ciertos ideales e@”(Q), los St-invariantes.

Definicion 3.3.1 Decimos que un ideal cerradod OP(Q) esS-invariante siy,(l) = | para
todo ze S*, dondey es la accion de la Proposicidn 3.1.2.

Definicion 3.3.2 Un subconjunto HC Q° eshereditariosi cada vez que ¥ Hy w < v, se
tiene que we H. Essaturadasi para cada ve Q° tal que s*(v) £ 0y {r(e) : s(e) = v} C H,
entonces & H.

Definicion 3.3.3 Sean Q un grafo y Hc Q° un subconjunto hereditario y saturado. Sea
Q\ H el grafo finito definido com¢Q® \ H,r1(Q°\ H),r, s).

Lema 3.3.4 Sea Hc Q° hereditario y saturado. Entonce@P(Q)/I(H) = OP(Q\ H).
Demostracbn. Resulta de la propiedad universal padQ \ H). m

Lema 3.3.5 Si | es un ideab-invariante deO”(Q), entonces H= | N Q° es hereditario y
saturado.

Demostracbn.

ComoH = (I N L) N Q° y ademad N Lq es un ideal e entonces poi[2, Lemma
2.4.3] el resultado es cierto pdrg. Luego,H es hereditario y saturado.

|

Lema 3.3.6 Para cada Hc Q° denotamos por(H) a su ideal cerrado asociado d2°(Q)
generado por H. Si H es hereditario y saturado, enton¢e s un ideal*-invariante.
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Demostracbn. Seal(H) el ideal enLq generado polH. Por [2, Lemma 2.4.1] es cerrado.
El ideal J(H) tiene una graduacion dada por las siguientes componé(tgs = (Lo)n N
J(H), Yne Z.

Veamos primero qui(H) = J(H) para probar qué&(H) esS*-invariante.

Es trivial queJ(H) C I(H). Llamemod’ := J(H). Observemos que

H =1"nQ°=JH)NQ°=H

y por lo tanto
"2 1(H") = 1(H).

k k
Seaz € S!. Seaa = Zan e J(H) cona, € J(H),. Por un ladoy,(a) = Z}z”an e J(H),

n=-k n=-k
K
entonces,(J(H)) € J(H). Por otro ladoa = yZ(Zz‘”an) y se tiene la inclusion que falta

n=-k
vAJ(H)) 2 IJ(H).
Observemos quie € 1 (H) siy solo existéd = lim b, conb, € J(H) (¥n), entonces usando
quey, es continua y qué(H) esS*-invariante, se tiene qu¢H) esS*-invariante. m

Teorema 3.3.7Sea Q un grafo finito y sin fuentes. Seam 1, o) y (X, 8, 1) un espacio
de medidar-finita. Entonces, existe una correspondencia biyectiteedas subconjuntos
hereditarios y saturados de Q y los ideafsinvariantes de9”(Q), dada por

H—I(H) and H:=Q°n 1l «I. (3.7)

Demostracbn. Primero observemos que (B.7) esta bien definida por el el
Lema3.3.6.

Veamos ahora qué (3.7) es una biyeccion. Bedaereditario y saturado. Es claro que
H € Hywy. Siv e I(H), por el isomorfismo expuesto en el Lema 3.3.4 tenemowv guid.

Si | es un ideak!-invariante. Es evidente la inclusiop, € |. Para probar la inclusion
que falta consideremos el morfismo cociente contraativad®(Q)/I(H,;) — OP(Q)/I, que
por el Lema 3.3]4 puede ser reemplazado por el morfismoOP(Q \ H;) — OP(Q)/I.
Notemos que sv € Q°\ H, 7/(v) # 0, y que ademas, si consideramos la accion en
OP(Q)/1 que hereda d&"(Q), se tiene que’ oy, =y, o’ . Se sigue de la Proposicibn 3]2.9
quern’, y por lo tantor, es un isomorfismo. Luegb,=1(H,). m

Teorema 3.3.8Sea Q un grafo finito sin fuentes tal que su algebra de Lehyitts simple.
Entonces no existen ideales propfsinvariantes erOP(Q).

Demostracbn. Seal un ideal enOP(Q) St-invariante y distinto d&P(Q). Veamos que
| = 0, lo que es equivalente a probar dde= | N Q° = 0 por Teorem&3.3l7. Usando la
correspondencia biyectiva entre conjuntos hereditrgrgsturados, e ideales tig probada
en [§, Theorem 5.3], el conjunts esta en biyeccion con el ideal generado idpd(H) < L.
Como estamos suponiendo duges simple, sd(H) # 0, entonceg(H) = Loy H = Q°.
LuegoQ® C I, y por lo tantol = OP(Q) lo que es absurdom
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3.4 Teorema de simplicidad

En esta seccion definiremos la simplicidad en el sentido®ddgebra de operadores y dare-
mos condiciones necesarias y suficientes sobre el @qfara que el algebr@"(Q) resulte
simple. Veremos que estas condiciones coinciden con lasadelC*(Q) probado en 2006
por Tomforde[[25] y el caso del algebra de Lealigt en 2008 por Abrams y Aranda Pino

[3].

Definicion 3.4.1 Decimos que unafl:-algebra de operadoregl es simple si todo morfismo
contractivo no nulo deA en otra LP-algebra de operadores es inyectivo.

Cabe destacar que, a diferencia de lo que ocurre en elEasw todo ideal cerrado es
el nicleo de un morfismo entté algebras de operadores. El ejemplo se puede encontrar en
un trabajo reciente de Gardellay Thiél, [15, Theorem 2.5].

Por lo tanto, la Definicioh 3.4l.1 no caracteriz@¥Q) simple como algebra de Banach,
pues podria tener ideales cerrados que no sean el nideorderfismo contractivo entie’
algebras de operadores.

Nos interesa probar qug, es simple si y solo D°(Q) también lo es (en el sentido de la
Definicion[3.4.1).

La primera implicacion es el Teorema de unicidad 3.4.2 adolen la Seccidn 3.2.

Teorema 3.4.2Si Lg es simple, entonce®’(Q) es simple comof-algebra de operadores.

Para la reciproca necesitaremos los conjuntos hereditgrgaturados y los idealé€s
introducidos en la Seccidn 3.3.

Teorema 3.4.3SiOP(Q) es simple comof:-algebra de operadores, entonces és simple.

Demostracbn. Por [5, Theorem 3.1]. o es simple si y solo si los Gnicos subconjuntos
de vértices hereditarios y saturados 8onQ°, y todo ciclo enQ tiene salida.

En el caso en que el graf@ ni es solo un ciclo, ni es un ciclo mas entradas, veamos que
estas dos condiciones necesarias y suficientes de sinaalisalverifican.

SeaH ¢ Q° es un subconjunto hereditario y saturado propio, entoncesideremos
su ideal generadt(H) y por Lemal3.340P(Q)/I(H) =~ OP(Q \ H) es unap-algebra de
operadores. Sea: O°(Q) — OP(Q \ H) la proyeccion usual, que ademas es contractiva y
no nula. Comad®(Q) es simple, entonces es inyectiva, y por lo tantd(H) = 0. Por la
correspondencia dada en el Teoréma 3.3.7 reblitad.

Por el [2, Lemma 2.9.6], lo probado antes es equivalente &gea cofinal.

Seac un ciclo sin salida y seH := c° el subconjunto de vértices que aparecen en el ciclo
C.

Si ninguna arista tiene la propiedad de qué¢e) € H, entonces es claro qu¢es hered-
itario y saturado no vacio. Por lo probado antés; Q°, lo cual es absurdo ya que estamos
suponinedo qué no es un solo ciclo.
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En el caso en que exista una aristéal quer(e) € c® y que no sea una entrada que
empieza en un pozo, entonces existe Q* tal ques(f) = s(e) (resp.r(f) = s(€)) y r(f) ¢ H
(resp.s(f) ¢ H). En cualquiera de los dos casos, co@es cofinal existe un caminotal
ques(a) € Hy r(a) € {5(f),r(f)}. Esto significa que el ciclo tiene una salida, lo que es
absurdo.

Falta ver que en el resto de los casos, cud@ads un solo cicla y cuando es un ciclo
c con entradas, el algeb@P(Q) no es simple. O sea que vamos a probar que en estos casos
particulares dondkq no es simple, el algeb@”(Q) tampoco.

Mas alla del nUmero de aristas, a modo de ejemplo, esandas dos posibilidades para
el grafoQ:

. Mo
2 >

~ odelaforma °‘~—~—

En cualquier caso, existe= e;€e,...€4 un ciclo en el grafdQ y notemos a sus vértices
comov; := g(e) coni = 1,...,d. Seanf;, las aristas que son entradas del ciclo, en:=
() y vi = r(f;).

Numeramos al resto de las aristas (o sea, las entrgdas el caso de haber) a partir
del naturald + 1 en adelante, en el orden, 2, ...,15, 2, ..., 1,,2,,... y los notamosy;,.
Consideremos el conjun®:= {1,...,d} U {n; € N.4}; con la medida de contar.

Sear : Lo — L(LP(X)) la representacion espacial definida sobre las aristabre sus
estrellas como:

e = Eiu
en — Ena
g — B
fi, — Eji
fr - Ej

(donde las matriceE; ; son las matrices canonicas), y luego extendemos lineallg-mu
plicativamente.

Es claro quer(c) = n(c®) = E;1, entoncesr no es inyectiva. Podemos extender el
morfismorn a toda el algebr&”(Q), entonces existe un morfismo contractiwo O°(Q) —
L(LP(X)) de manera qugl., = 7. Comor : Lo — OP(Q) es inyectiva por Corolario 3.1.4 y
7ot =m, entoncex no es inyectiva dado queno lo es.

Encontramos un morfismo contractivo y no nla OP(Q) — £L(LP(X)) no inyectivo,
entonce®)”(Q) no es simple comaP algebra.m

Corolario 3.4.4 OP(Q) simple si y solo si, Q es cofinal y todo ciclo tiene salida.
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Demostracion. Por [2, Lemma 2.9.6][[5, Theorem 3.1], Teorema 3.4.2 y Tieaf8.4.3.
n

Corolario 3.4.5
OP(Q) simple &< C*(Q) simple < Lq simple.

Demostracbn. Por Teorema 3.4.3, Teoreina 314.2, Corolario 8.4[4 y [23p7dma 4.14].m



Chapter 4

La K-teor ia deOP(Q) cuandoLq es
simple

En 2011, Phillips calculb |&-teoria de las élgebrz&g ([21]). Anteriormente, en 2009, Ara,
Brustenga y Cortifias calcularonHateoria de algebras de Leavitt para grafo finitos por filas
([6]). Parte de estos resultados nos permitiran, en distecicapitulo de la tesis, calcular la
K-teoria del algebr&®(Q) paraQ un grafo finito por filas cuandbqg es simple. El calculo
estara basado en la sucesion Pimsner-\Voiculescu pamadligio cruzado reducido en el
contextoLP, [22].

Consideraremos el producto cruzado reducido pard.tiigdgebra en particular que pre-
sentaremos en la siguiente seccion, y que sera un celenia categoria de algebras de
Banach con morfismos contractivos, considerada por Phaiip[22].

4.1 LalLP-algebracolim OP(Q)o

SeaQ un grafo finito y sin fuentes. Consideremos los elementces Z eyt = Z €

veQO veQ
definidos en la Proposicién 3.2.9. Definimos el morfismo isoimoa : OP(Q)o — OP(Q)o
pora(a) := t,at_ y notamos poB := colim,0P(Q), al colimite en la categoria de las algebras
de Banach con morfismos contractivos, inducidogaole OP(Q),. Mas adelante extendere-
mos esta notacion panasiendo un endomorfismo dg, o deOP(Q)o, 0 deOP(Q).

Lema 4.1.1 S es una P-algebra de operadores.

Demostracbn. Queremos representar de forma isométrica el algélenaalgln espacio
de medidaX.

A continuacion construiremos este espacia partir del conjunto de caminos de longitud
finita P.

57
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SeaD, :={ye P :e > vy}yD = UeqpD,. Definimos dos aplicacionea. : ¥ — P
comom.(y) = egyyym. : D - P m.(y) = €y siy e D,.

SeaX := colim(P Se.. .)y seanP; := P lo que hay en el lugat

En el Ejempld_1.4J6 construimos una representapiéspacial dd.q en L(LP(#)). Re-
stringiendo a0P(Q), obtenemos un morfismo@lim, L(LP(#:)) (dondey : L(LP(#;)) —
L(LP(Pi;1)) el morfismo conjugar pom; y m’), que pasa al colimite dado quees una
isometria.

Entonces existe un morfismo : S — colimZ£(LP(#;)). Si probamos que existe un
morfismo isométricer de colim, L(LP(#;)) en L(L"(X)), luego habremos representad8 a
sobrel.P(X) poro o 7.

Construccion deo:

ComoX es un colimite existen morfismos feen X que en cada lugarlo llamaremos
6, : P; — X. Estos inducenti) aplicaciones dé&P(X) enLP(#;) que llamaremos§;.

SeaY := colim(D ™ D.. .). Para cad@avamos a definir una aplicacian: Y — #; de
la siguiente manera: §i> i, tenemos las funciones()' : D := D — P;, como ademas el
diagrama

m.
Dj —Dja
j-i
(m.) l A)jﬂi
Pi

conmuta, lo podemos extender al colimite. Analogamemtgmos potr; al morfismo
deLP(#;) enLP(X) inducido porr; identificandoLP(Y) C LP(X).
Seao; : L(LP(P))) — L(LP(X)) el morfismo

fr>1ofod.

Veamos que pasa al colimite, o sea qug o ¥ = 0.
Como el diagrama

conmutam’ o 6, = 6;.
Ademas, el diagrama
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conmuta, entonces

Ti*+1 om: = Ti*'
Luego, paraf € L(LP(#;)) resulta que
oi(fy=tiofof =1 omofom of,, =oiioy(f).

Observar que o o es un morfismo contractivo que no manda los vértices a cerega,
sobreOP(Q), es inyectivo y al igual que en la demostracion de la Profwsi8.2.9, resulta
isométrico sobré&®(Q),. Como los morfismos del colimit® son isométricos, el morfismo
es isométrico también sob8 Hemos probado qu# es und_P algebra de operadores.

4.2 Producto cruzado reducido

Los productos cruzados que estudiaremos a continuacran sie gran importancia para
calcular la K-teoria. Consideraremos el producto cruzuel contexto dé&P-algebras in-
troducido por Phillips eri [21] y su sucesion exacta largd@ge a la de Pimsner-Voiculescu.
La estrategia para calcular la K-teoria sera usar Pirdnietlescu (en contextb®) para
el producto cruzado d& conZ.
Las definiciones de representacion covariante y produgiado consideradas por Phillips
en [21] las recordaremos a continuacion.

Definicion 4.2.1 Sea A es un algebra de Banach, G es un grupo localmente coonpac
una accion de G sobre A.

1. Unarepresentacion covariante, (v) de (A, G, @) sobre un espacio (X, u) es una
representacion w de G en operadores inversibles{{X ), g — wg, tal que g— wyé
es continua/é € LP(X, 1), y una representaciom : A — £(LP(X, u)) tal que

(ag(a)) = Wep(@)W, " (Yg € G, ac A).

2. Una representacion covariante esntractivasi verificallwgl| < 1 Vg € G yp es
contractiva.

3. ([22, Notation 3.1]) Sednr, w) una representacion covariante dé, G, @) sobre un
espacio [P(X) entonces definimos el producto de convolucion

(m>w)(@)(£) := fG n(a(g))wy(£)dv(g)

paraac C.(G, A a)y & € LP(X).
Notamos por A«, G aC(G, A, @) con este producto de convolucion.
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4. ([14, Definition 3.2]) Se& una clase no vacia de representaciones continuas covari-
antes. Definimos la seminorma

a®(f) == sup [lx = w(f)|
(m.W)eR

para f € C(G, A ).

5. ([22, Definition 2.12])(x,w) es una representacion covariante regularrses con-
tractiva, w isométrica y verifican que hay uma : A — L(LP(X)) representacion
contractiva tal que

(7(@)(©))(h) = mo(ay (@))(E(h))
paraac A, he G, £ € C(G,LP(X)) y

Wo(€)(h, X) = £(g™*h, x)
paragheG, £ e LP(Gx X)y xe X.

6. ([22, Definition 3.3]) Definimos al producto cruzado redi® FP(A, G, @) como la
completacion de.(G, A, a)/Ker(c®) en la normal| - ||* inducida poro™®, siendoR
la familia de representaciones covariantes regulares geeen de representaciones
contractivas.

Estas definiciones las utilizaremos cuando el grupo seaatsomas precisamente

Teorema 4.2.2([22, Theorem 3.7])

e Existe un morfisma. : C.(G,A o) — FP(A G, ) tal que si(r,w) es una repre-
sentacion covariante regular d@\, G, @) en L°(X), existe una Unica representacion
owr : FP(A, G, @) — L(LP(X)) que verificgoy,; o ¢y = 7 > W.

e Siae FP(A G, ), entonces

llal® = supllow-(@)ll : (7, w) o — finita, no degenerada, contractiva y regujar

SearC := colim,Loy ¢, : Lo — Clos morfismos canoénicos al colimite. Sefal, u™, o] =
C x, Z el producto cruzado algebraico. Llamarglo.= ¢n(1), como enl[B, proof of Theo-
rem 3.6] existen isomorfismas, : Lo[t,,t_,a] — e.C[u,u™?, a]e, dondey,(a) = ¢n(a) para
a € Lo, yn(ty) = g y yn(t-) = eu e,

Notar queC[u, u™, ] y es densa eG(S, Z, a).

Sea fr, W) es una representacion regular 84, o) en L(LP(Z x X)), entonces tiene aso-
ciada una representacion contractigdver Definiciori4.2.11). A partir de y ¢, definiremos
representaciones de,), que llamaremop, : Lo = Lo[t,,t-,a] — L(LP(X)), comong o ¢n
sobreLo y p(t.) 1= 7o Yn(ts).
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Lema4.2.3Sea pe [1,c) \ {2}. Si(r,w) es una representacion regular d&,7Z, ) en
L(LP(Z x X)), entoncep, es una representacion espacia.

Demostracbn. Por Lemd 3.2]Grg o ¢, €S espacial, y en particulag(e,) es un idempo-
tente espacial.

Comon(u) y 7(u™) son unitarios, luego por [20, Lemma 6.16] son isometrépsieiales,
y por lo tantgo,(t.) también.

Basta ver que,(€) es unaisometria parcial espacial para tedoQ' y habremos probado
quep, es espacial. Escribimos a una arista como producto de urerteranL, y t, de la
siguiente manera:

e=ett, € Lot,

luego,pn(€) resulta ser una composicion de dos isometrias espsciap®r lo tanto también
loes. m

Lema 4.2.4 Sea Q un grafo finito sin fuentes tal qug &s simple. Entonces

FP(S,Z, a) = colim,OP(Q).

Demostracbn. El producto cruzado reducideP(S, Z, @) es la completacio del producto
cruzado algebraic€ =, Z respecto de la norma del Teorema 4.2.2. Como por el Lema
4.2.3 cada representacion covariante regular y contegeji, tiene representaciones espa-
ciales asociadas, deLq, y Lg la estamos suponiendo simple, entonces por Teorema 2.2.8
OP(Q) = pn(Lo) y podemos completar el colimite respecto de una represiéntespacial en
particular. Ademas, los morfismos de transicion son isdas entoncesolim,OP(Q) es la
completacion del colimite algebraico coligicon la norma inducida pdrg.

Entonces resulta que

FP(S,Z,a) = C =, Z = (colim,Lo) =< Z = colim,Lo[t,, t_, a] = colim,Lq = colim,OP(Q).

Corolario 4.2.5 K.(FP(S,Z, @) = K.(O(Q))

Dividiremos la siguiente seccion en dos partes, el castofinisin fuentes, y el caso
general finito por filas.
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4.2.1 K-teoria: caso finito y sin fuentes

Phillips demuestra en [21, Theorem 6.15] que es validadasian de Pimsner-\Voiculescu
en el contexto dé&.P algebras de operadores. Aplicando este resultado$a@mo en la
seccion anteriof (412) y usando el Corolario 4.2.5 tenelamsescesion que sigue:

Ko(S) ——> Ko(S) —= Ko(OP(Q)) (4.2)
(')T [)l
K1(OP(Q)) < Ky(S) < Ky(S)
Por un lado,
K(S) = K1(colim,0°(Q)o) = colimK(0°(Q)o) = O
ya que

K1(OP(Q)o) = Ki(Lo) = Ky(colimLgp) = colimKy(Lop) = O.

En el Lemd4.2}4 probamos qB&(S, Z, @) = colim,0P(Q), entonces resulta la siguiente
sucesion exacta larga

0—— colimK1(OP(Q)) —— Ko(S) % Ko(S) —— colimKo(OP(Q)) — =0  (4.2)

El morfismoa : OP(Q) — OP(Q) (que es conjugar por los elementesy t_) induce la
identidad en los grupds,,, entonces nos queda la siguiente sucesion

0— K1(OP(Q)) — Ko(S) L5 Ko(S) —= Ko(0P(Q)) —= 0
Luego, _
K1(OP(Q)) = Ker(Ko(S) —=> Ko(S))
y

Ko(OP(Q)) = Cokero(S) —= Ko(S)

En [6] se define una matriX, € 7(@Q) cuyas entradas; ; son la cantidad de aristas
gue hay de a j para un grafdQ finito por filas. Sacando las columnas correspondientes a
los pozos a las matricel‘st(’gt y la identidad se obtienen matrices que se notatéry len
Z(@X(Q\Sinks(Q) respectivamente.

En este caso particular el grafo es finito entonces notaredmesQ®| y d’ := |SinksQ)|
y cOmo

Ko(S) = Ko(OP(Q)o) = Ko(Lo) = Ko(colimLg,) = colimKo(Lop),

por |6, proof of Theorem 5.10] resulta que

. —a. , 1_Nt
Cokero(S) =% Ko(S)) = Cokergdd —3 79
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y que
. —a, , l_Nl
Ker(Ko(S) 25 Ko(S)) = Ker(zdd — 7).
Con lo probado anteriormente mas|[23, Lemma 7.12] resuléal@K-teoria topolbgica
deOP(Q) y laC*(Q) (laC* del grafoQ) coinciden.

Teorema 4.2.6 Sea Q un grafo finito sin fuentes tal qug &s simple, entonces

K.(0"(Q) = K.(C"(Q)).

4.2.2 K-teoria: caso finito por filas

Extenderemos el Teorerna 412.6 al caso en que el grafo esdorifdas tal qud.q es simple.
Para demostrarlo necesitaremos cierta notacion preeagremos a continuacion.

Notacion 4.2.7 Para un caming € P, denotamos por(y) a todos los vértices que aparecen
en el camino. Escribimos comgP= {y € £ : [v(y)| = I(y) + 1} al conjunto de los caminos
gue no se cortan a si mismos. Sgal grafico cuyos vértices son

Q:{ve Q: rp(v) ¢ Po)

(o sea, son todos los vértices de Q con excepcion de losoquasgo de caminos que no se
cortan a si mismos) y el conjunto de las aristas es

Q':={ee Q' so(e) € Q.

Proposicion 4.2.8 Sea Q un grafo finito por filas. Sigles simple entonces:Les simple
para todo FC Q un subgrafo completo de Q.

Demostracbn. Recordemos que & es un grafo finito por filas| [5, Theorem 3.1]y [2,
Lemma 2.9.6]Lg resulta simple siy solo si:

e Todo ciclo tiene al menos una salida.
e E es cofinal (ver Definicioh 1.1.1).

Usando el resultado anterior probaremos los dos itemsior&uns. Sea& un ciclo en
F, entonces existe una salid& Q' ya queLq es simple. Sea := s(€) € F°. ComoF es
completo,s:t(v) = sg'(v) yee FL.

Veamos qué= es cofinal. Seam € F°, y un camino infinito erF y w € F° un vértice
eny. ComoLg es simple, existen € Ny y un caminoa := @3 ...a, enQ tal ques(e) = v
y r(a) = w. Ademasa; € s£'(v) = s£H(v) entoncesr; € F'. Siguiendo este proceso, se
obtiene quey; € FL,Vi=1,...n, y @ es un camino ef.

|
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Teorema 4.2.9Sea Q un grafo finito por filas tal queyles simple, entonces
K.(0"(Q)) = K.(C*(Q)).

La demostracion en el caso finito esta basadalen [6, The@®jmpara poder suponer que
el grafo no tiene fuentes. Luego, extendemos esto a un grétio fior filas.
Demostracbn. Supongamos primero qu@ es un grafo finito arbitrario. Seah:= |Q°|
y d’ := |Sink(Q)|. Consideremos el subgrafe ¢ Q definido porF° := Q° U Sink(@Q) y
Q1 a partir de la Notacion 4.2.7.
De [6, lemma 6.2] se deduce gEees completo. Seart= [F°y k:=d-t. Sik > 0, por
[6] Theorem 6.3], existe una cadena finita y creciente derafdgycompletos

F=EcCE,CE,C...CEx=Q

con las siguientes propiedades para togd), . . ., k;

IEC, —E% =1.

i+1

Sink(E;) = Sink(@Q).

Existep; € Lz(E) tal queLz(Ei.1) = piLz(E)pi.

1- ~NL _
El nGcleo y conacleo dgt*-4 — 7+ y dezt+1-¢ —”> Z+1 coinciden.

Se desprende de estas propiedades que existelq tal queLg =~ alga, entonces
K.(OP(Q)) = K.(OP(F)). Como el grafd- es finito, sin fuentes y por la Proposicion 4128
es simple, aplicamos el Teorema 412.6.

Si ahoraQ es un grafo finito por filas, por [8, Lemma 3.2] sabemos Ques colimite
filtrante de sus subgrafds finitos y completos. Como ademésg es simple, entonces la
norma er0P(Q) no depende de la representacion espacial (Tedremalpy2.12

OP(Q) = colimg OP(F).

Esto implica que
Ko(0P(Q)) = colim Ko(OP(F)) = colim Cokerg/®\sm® %, z'F°')
Ka(OP(Q)) = colim Ky(0P(F)) = colim Cokerg/™\snk®1 2%, 7ty

Luego,
Ko(OP(Q) = Coker(@sm@) %, 7()
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K1(OP(Q)) = Ker(z(Q"\SnkQ) ﬂ) 7(1Q%)

Entonces por |6, proof of Theorem 5.10],Kateoria topologica d®°(Q) y C*(Q) coin-
ciden por([23, Lemma 7.12]m

Corolario 4.2.10 Sea Q un grafo finito por filas tal queyles simple, entonces
K.(0P(Q)) = K.(O%(Q)).
Demostracion. Por Ejempld 2.1]2 y Teorenia 4.D. 1.
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